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序文
quiverとは、簡単に述べると有向グラフのことであり、その表現論は P. Gabriel [G]に

よって確立された。例えば、以下の図で与えられる quiverがある。左から A2型 quiver、

アフィンA2型 quiver、Markov quiverと呼ぶ。ただし、A2型、アフィンA2型 quiverの

矢の向きはこの形に限らない。
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アフィンA2型 quiverは、A2型 quiverに頂点を 1つ付け加えA2型 quiverの両端の頂点

とつなげる事によって出来た quiverである。Markov quiverはアフィンA2型 quiverの拡

張と考える事ができる。

Markov quiverはMarkov方程式

x21 + x22 + x23 = 3x1x2x3 (x1, x2, x3 ∈ Z)

に関係している。Markov方程式は 1879年に A. Markov [M]によって考察されたディオ

ファントス方程式の 1つである。このMarkov方程式に対しては「Markovの一意性予想」

と呼ばれる未解決予想がある。この予想に対してのアプローチがM. Aigner [A]や A. N.

Chávez [C]によって考察されている。

一方、quiverから出発して、クラスター代数と呼ばれる代数が定義される。クラスター

代数は 2002年にA. Fominと S. Zelvinsky [FZ1]によって発見された可換代数であり、組

み合わせ論、可積分系、三角形分割などと非常に相性が良く、現代でも活発に研究されて

いる。

クラスター代数は、seedと呼ばれるquiverとクラスターという変数の塊の組と、mutation

という操作により定義される。mutationを行うことでクラスターと quiverが変化する。
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クラスター代数において、有限回のmutationで quiverとクラスターが元に戻ることは非

常に重要で、muationによって得られるクラスター変数はローラン性をもつことが知られ

ている。

mutationからなる列を mutation sequenceと呼び、特別な mutation sequenceとして

maximal green sequenceや reddening mutation sequenceなどがある。maximal green

sequenceは 2011年にB. Keller [K1]によって、quantum dilogarithm identitiesと弦理論

やゲージ理論にドナルドソン・トーマス不変量を精密に研究するために導入された。ドナ

ルドソン・トーマス不変量とは 1996年に S. DonaldsonとR. Thomas [DT]によって導入

されたもので、3次元カラビ・ヤウ多様体上の連接層のモジュライ空間の仮想数え上げに

より定義されるもので、3次元カラビ・ヤウ多様体に対する不変量である。

quiverに対するmutationにより、元の quiverが他の quiverと同型になった際にはmu-

tation同値と呼ばれる。この定義のもとでは、頂点の番号付けが違うだけで形が同じものに

関してはmutation同値でない。このmutation同値の拡張と考えることができる、quiver

同士の頂点の番号付けが異なるが、形が同じものを含めて考えることができるmutation

loopと呼ばれるものがある。quiverのmutation loopはドナルドソン・トーマス理論に加

え、低次元トポロジー、表現論、量子物理などの多くの分野に現れる。

2015年にA. KatoとY. Terashima [KT1, KT2]はmutation loopを用いて分配級数を

定義した。分配級数は qを変数として定義される級数である。分配級数は元々は物理学に

おける分配関数のようなものを quiverに対するmutationのもとで得られないかという動

機の下で考えられた。ここで、分配関数とは、統計熱力学などで用いられる関数で、ボル

ツマン分布の分母に現れる。ボルツマン分布とはあるエネルギー状態をとる分子数の分

布のことである。つまり、分配関数とは分子全体を見渡した時に、どの程度の温度範囲に

分布が広がっているかの目安を与える関数である。分配級数においては、係数が物理的な

不変量に対応することが知られている。実際にこの分配級数は組み合わせドナルドソン・

トーマス不変量との間に密接な関係がある [KT2]。組み合わせドナルドソン・トーマス不

変量は 2013年に B. Keller [K2, K3]によって導入された。

組み合わせドナルドソン・トーマス不変量と関係する分配級数を調べる上で reddening

mutation sequenceが重要である。A. KatoとY. Terashima [KT1, KT2]はA2型、アフィ

ンA2型、octahedral quiverなどの分配級数を求めている。しかし quiverの頂点が増えた

り、quiver内に cycleがあると reddnning mutation sequenceを見つけることは非常に困

難である。そこで、reddening mutation sequenceの一部であるmaximal green sequence
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に限定して考える。

この論文では cycleをもつ quiver、特にアフィンA型 quiverのmaximal green sequence

の取得方法や、その maximal green seqenceから定まる分配級数に付随する行列の形に

ついて研究する。それらの結果は、E. Cormier, P. Dillery, J. Resh, K. Serhiyenko, J.

Whelanによる 3-cycle procedure [CDRSW, Theorem 5.12]の部分的適用と、B. Keller

[K4]の「Quiver mutation in JavaScript and Java」を用いた実験により求める。その結

果、cycleをもたないアフィンA型 quiverに関する分配級数の分子の qの指数の 2次形式

にアフィンA型カルタン行列が現れることを発見することができる。また、n-cycleをも

つアフィン A型 quiverや、n-cycleをもつアフィン A型 quiverの 1→ 2に 1本矢を付け

加えた quiverに関する分配級数の分子の qの指数の 2次形式に、部分行列として A型カ

ルタン行列が現れることも発見することができる。

この論文は次のように構成されている。第 1章では、quiverの定義や例 (§1.1)と三角

形分割とある事実について説明する (§1.2)。さらに、seedとmutationの定義や例を述べ

(§1.3)、クラスター代数の定義と、クラスター代数の基本的な定理を紹介する (§1.4)。第 2

章では、A. Markov [M]によって考察されたMarkov方程式や、Markov方程式に関する未

解決の一意性予想、A. N. Chávez [C]によるMarkov quiverから定まる exchange matrix

に関しての考察を説明し (§2.1)、ある三角形 quiverに関しての exchange matrixやクラス

ター変数に対して、2つの頂点でmutationを繰り返した下での変化を考察する (§2.2)。第

3章では、quiverとmutation sequenceと境界条件によって定義されるmutation loopを

説明し (§3.1)、quiverに頂点を付け加えて得られた framed quiver(§3.2)や green and red

mutation(§3.3)の定義と例を説明する。第 4章では、先行研究のA. KatoとY. Terashima

[KT1, KT2]によって定義された分配級数を説明し (§4.1)、分配級数と組み合わせドナルド

ソン・トーマス不変量との関係を説明する (§4.2)。最後に第 5章では、主結果であるA型、

アフィンA型 quiverに関するmaximal green sequenceの取得方法と、分配級数に付随す

るカルタン行列を含む行列の予想と、予想の部分的な証明を述べる。まず、E. Cormier, P.

Dillery, J. Resh, K. Serhiyenko, J. Whelan [CDRSW]の結果を用いて、A型 quiverと三

角形分割で表すことができる 3-cycleをもつ quiverに対してmaximal green sequenceを求

め (§5.1)、cycleをもたないアフィンA型 quiverのmaximal green sequenceの 1つと、分

配級数を求める (§5.2)。n-cycleをもつアフィンA型 quiverのmaximal green sequenceの

1つの取得方法を示し、一般的な取得方法の予想を述べる。分配級数の分子の qの指数の

2次形式にA型カルタン行列を含む行列が現れることが予想され、n = 3, 4, 5, 6のときに
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この予想を証明する (§5.3)。さらに、n-cycleをもつアフィンA型 quiverの 1 −→ 2に 1本

矢を付け加えた quiverに対するmaximal green sequenceの 1つを求める。このmaximal

green sequenceから定まる分配級数に付随する行列において §5.3の予想と類似の結果が予

想がされ、n = 3, 4, 5のときにこの予想が正しいことを証明する (§5.4)。最後に先のセク

ションで扱った quiverが n = 4のときのある変換の下で関連のある異なるmaximal green

sequenceやそれらから得られる分配級数の分子の qの 2次形式から得られる行列が持つ性

質について述べる (§5.5)。

この論文では Nは自然数全体からなる集合を表し、0を含むものとする。

この論文は関西大学大学院理工学研究科に受理された 2023年 3月期の修士論文である。

提出後に気がついた軽微な修正が施されている。
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第1章 quiverとクラスター代数
この章ではGabriel [Ga]によって導入された quiverとFominとZelvinsky [FZ1, FZ2, FZ3,

FZ4]によって導入されたクラスター代数の定義と基本的な性質を [IJ]に従って述べる。

quiverは簡単に述べると有向グラフのことで、クラスター代数は、quiverに付随して定

まる可換代数の一種で、ルート系や、可積分系、曲面の分割などの研究に幅広く使われて

いる。

§1.1 quiverの定義と例

定義 1.1. 有限個の頂点と辺を持つグラフであって、各辺に向きがついたもの (これを矢

と呼ぶ)を quiverといい、Qで表す。Q0を頂点の集合、Q1を矢の集合とすると、Qは

Q := (Q0, Q1)

により与えられる。ただし、1ループ (i→ i(i ∈ Q0))と 2サイクル (i1 → i2 → i1 (i1, i2 ∈

Q0)は考えないものとする。

1

1 2

(1ループ )

(2サイクル )

頂点 i ∈ Q0に少なくとも 1つの矢が接続していて iに接続するすべての矢が iを始点と

する場合、頂点 iを sourceと呼び、頂点 i ∈ Q0に少なくとも 1つの矢が接続していて i

に接続するすべての矢が iを終点とする場合、頂点 iを sinkと呼ぶ。頂点 iから頂点 jへ

の矢の本数を重みと呼び sij で表す。さらに、quiverから矢の向きを取り除いたグラフを

底グラフと呼ぶ。

例 1.2.

Q = (Q0, Q1) = ({1, 2, 3}, {1→ 2, 1→ 3, 2→ 3})

この quiverを図で表すと以下のようになる。

6



1

3 2

定義 1.3. quiver Q = (Q0, Q1)に対して、quiver Q′ = (Q′0, Q
′
1)が

Q′0 ⊆ Q0, Q′1 ⊆ Q1

を満たす場合、Q′をQの subquiverと呼ぶ。さらに、始点と終点がQ′0に含まれる任意

の α ∈ Q1に対して α ∈ Q′1となるとき、Q′をQの full subquiverと呼ぶ。

§1.2 quiverと曲面の三角形分割

この節では quiverと曲面の三角形分割との関係を説明する。

定義 1.4 (点付き曲面). Σを向き付けられた曲面、 P = {Pk}1≤k≤mをΣ上の点の集合と

する。Σには境界 ∂Σがあってもよいが、∂Σ ̸= ∅の場合、境界の各連結成分は Pkのうち

少なくとも 1点を含むものとする。組 (Σ,P)を点付き曲面と呼ぶ。

定義 1.5. 点付き曲面 (Σ,P)の三角形分割とは、頂点が P の元からなる Σの位相的な三

角形 (辺と頂点がそれぞれ 3個であるもの)への分割のことを言う。

定義 1.6. (Σ,P)の三角形分割 T から quiver QT を次の規則で定める。

(1) Σ \ ∂Σの辺をQT の頂点に対応させる。

(2) 辺 i, j が T の頂点を共有し、かつ辺 iから j が時計回りの向きであるとき、頂点 iか

ら jに向けて矢印を付ける。

i

j
←−−−−−−−−→ i→ j
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例 1.7. 左下の点付き曲面 (Σ,P)の三角形分割 T を quiverで表すと、右下の quiverに

なる。

−−−→

1

2

3

4 −−−→

1

2

3

4 −−−→

1

2 3

4

(Σ,P) T quiver QT

定義 1.8. 三角形分割を行われた点付き曲面において、対角線が 2本以上のびている頂点

に対して、内部辺の中点達を反時計回りに各頂点のまわりで、矢印をつけて結ぶ。このよ

うな操作を flipと呼ぶ。flipは quiverのmutationに対応している。

例 1.9. 例 1.7の quiverと三角形分割 T に注目してみる。Tを辺 1で flipすると、

1

2

3

4 −−−→
1

2

3

4

となり、これを quiverで表すと

1

2

3

4 −−−→
1

2

3

4 −−−→

1

2 3

4

となる。また元の quiverに 1でmutationすると以下のようになる。

1

2 3

4

−−−→

1

2 3

4

このように、辺 1での flipと頂点 1でのmutationは対応している。

ここで 1つの事実を紹介する。

事実 1.10. 六角形の三角形分割に flipを施す事によって得られる三角形分割は、頂点を

三角形分割とし、flipを辺とする associahedron (5角形が 6個、4角形が 3個からなる 9

面体)を生成する。
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この事実は、クラスター代数の中ではよく知られたものである。また、この 2つの 9面

体を展開して貼り合わせると、正 12面体ができる。これは、正 12面体のハミルトン経路

の答えになる。

この事実に似た結果が §2.2で与えられる。その結果においてはクラスター変数を考えず

に、底グラフが三角形のある quiverに対するmutationのみを用いる。

§1.3 seedとmutation

ここでは seedや quiverのmutationに関して述べる。さらに quiverを行列に読み替え

て、Fominと Zelvinsky [FZ4]によって定義された exchange matrixを紹介する。

定義 1.11. quiver の頂点集合でラベル付けされた変数の組 x = (x1, · · · , xn) をクラス

ター、それぞれの xi をクラスター変数という。これらは可換かつ代数的に独立な変数と

する。quiver とクラスターの組 (Q,x) を seed (種) と呼ぶ。

定義 1.12. (mutation) seed (Q,x)の k ∈ Q0 におけるmutation µk(Q,x) = (Q′,x′)

を次のように定める。

• x′ = (x′1, ..., x
′
n)の定め方

x′i =

 1
xk
(
∏

j→k x
sjk
j +

∏
j←k x

skj
j ) (i = k)

xi (i ̸= k)

ここで
∏

j→k は jから kに向かう辺があるような頂点 j についての積、
∏

j←k は k

から jに向かう辺があるような頂点 jについての積をあらわす。そのような頂点が

無いときは積を 1とする。

• Q′の定め方

(1) まず kに出入りする矢の向きを全部逆にする（重み sij はそのままにする)

(2) (1)のあとで、kに入って出る矢のペア j → k → iがあるごとに矢 i → j を加

え、sk,jsi,kをその重みとする。

(3) (2)の結果をそれ以外の矢と合わせる。

定義 1.13. quiver Q,Q′がmutation同値であるとは、i1, · · · , iM ∈ Q0が存在して、

µiM · · ·µi1(Q) = Q′

となることを言う。
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例 1.14. 次のような quiver Qを考える。この quiverに対して頂点 2でmutationを行う

と (1)(2)(3)の手順で quiver Q′が得られる。

1

3 2

(1)−−→

1

3 2

(2)−−→ (3)−−→

1

3 2

Q Q′

またクラスター変数は次のようになる。

x =

x1x2
x3

→ x′ =

 x1
x1+x3
x2

x3


quiver Qを表すのに反対称行列を用いることもできる。Qに関する n × n行列 BQ =

(bij)i,j=1,··· ,nを次のように定める。ただし、

bij =


sij (i ̸= j, i

sij−−→ j)

−sij (i ̸= j, i
sji←−− j)

0 (i = j)

このときmutation µk(BQ)=(b′ij)を次のように定める。

b′ij =

−bij (i = k or j = k)

bij +
1
2(|bik|bkj + bik|bkj |) (i, j ̸= k)

例 1.15. 例 1.2の quiver Qを行列に翻訳すると以下のようになる。

Q

1

3 2

−−−−→ BQ =

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0



この行列に頂点 2でのmutationを施すと以下を得る。

BQ =

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 µ2−→ BQ′ =

 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0


initial quiver Q0 に関する行列 BQ0 に 3次単位行列を付け加えた 6 × 3行列を initial

exchange matrixといい B̃Q0 で表す。B̃Q0 に対しても、BQと同様にmutationが定義
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される。initial exchange matrixにmutationを行った行列を exchange matrixと呼び

B̃で表す。以下 exchange matrixのmutationに必要な計算式を導入する。

定義 1.16. xを整数として、以下を定義する。

[x]+ = max(x, 0)

sgn(x) =


−1 (x < 0)

0 (x = 0)

1 (x > 0)

定義 1.17. quiver Qの exchange matrix B̃とクラスター x = (x1, · · · , xn)の組 (B̃,x)を

seedと呼ぶ。

seed (B̃,x)のmutationを次のように定義する。

定義 1.18. (B̃,x)を seed、k を整数 (1 ≤ k ≤ n)とする。k での mutation µk(B̃,x) =

(B̃′,x′)を以下で定義する。

• B̃′ = (b′ij)の成分は以下のように与えられる。

b′ij =

−bij (i = k or j = k)

bij + sgn(bik)[bikbkj ]+ (その他)

• クラスター x′ = (x′1, · · · , x′n)は以下のように与えられる。

x′i =

 1
xk
(
∏n

j=1 x
[bjk]+
j +

∏n
j=1 x

[−bjk]+
j ) (i = k)

xi (i ̸= k)

注意 1.19. µkは対合である。つまり、

µkµk(B̃, x) = (B̃, x).

例 1.20. 例 1.2の行列の initial exchange matrixを 2でmutationすると、

0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


µ2−→



0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

1 0 0

0 −1 1

0 0 1


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§1.4 クラスター代数の定義

ここでは、クラスター代数の定義と、基本的な定理を紹介する。

定義 1.21. quiver Qとクラスター x = (x1, · · · , xn)のなす seed (Q,x)に対して、mutation

をあらゆる仕方で有限回施して得られる seed(Q′′,x′′)たちをすべて考え、これら x′′k たち

で生成される Q(x1, · · · , xn)の Z部分代数をA(Q,x)とする。つまりA(Q,x)は x′′k たち

をすべて含み、かつ

p1, p2 ∈ A(Q,x), c1, c2,∈ Z =⇒ c1p1 + c2p2 ∈ A(Q,x), c1p1p2 ∈ A(Q,x)

が成り立つような最小の集合である。このA(Q,x)を (Q,x)から定まるクラスター代数と

よぶ。

例 1.22. Q = 1 −−→ 2の場合に、mutationによって得られる seedを求めてみる。

1 −−→ 2
µ1−→ 1←−− 2

µ2−→ 1 −−→ 2
µ1−→ 1←−− 2

µ2−→ 1 −−→ 2
µ1−→ 1←−− 2

この際、クラスター変数は以下のようになる。(
x1

x2

)
µ1−→

(
x′1
x2

)
µ2−→

(
x′1
x′2

)
µ1−→

(
x′′1
x′2

)
µ2−→

(
x′′1
x1

)
µ1−→

(
x2

x1

)
そして、σ12 : x1 ↔ x2という入れ替え操作を行うことで

σ12 · µ1 · µ2 · µ1 · µ2 · µ1 = id

となり元に戻る。上のmutationで表れる相異なるクラスター変数は

x1, x2, x
′
1 =

1 + x2
x1

, x′2 =
1 + x1 + x2

x1x2
, x′′1 =

1 + x1
x2

の全部で 5個で

A(Q,x) = Z
[
x1, x2,

1 + x2
x1

,
1 + x1 + x2

x1x2
,
1 + x1
x2

]
となることがわかる。

クラスター代数に対して次の結果が基本的である。

定理 1.23 (Fomin and Zelvinsky [FZ1, FZ2]).

1. すべてのクラスター変数 x′′i は x1, · · · , xnの Laurent多項式である。すなわち

x′′i ∈ Q[x±1k ; k ∈ Q0]

2. mutationによって得られる相異なるクラスター変数が有限個であることは、Qは

ADE型 quiverにmutation同値であることの必要十分条件である。
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第2章 底グラフが三角形のquiverの
exchange matrix

Chávez [C]は Farey tripleとMarkov quiverに関する exchange matrixの関係について

研究した。この章では、底グラフが三角形の quiverの exchange matrixに関する性質を述

べ、Chávez [C]の結果を紹介する。さらに、ある三角形 quiverに対するmutationによっ

て得られた多面体や、mutationによって得られるクラスター変数の性質を述べる。

§2.1 Markov quiver

-1

∞0

上の quiverはMarkov方程式

x21 + x22 + x23 = 3x1x2x3 (x1, x2, x3 ∈ Z)

に密接に関係していることから、Markov quiverと呼ばれる。Markov方程式の正の整

数解はMarkov数と呼ばれ、正の整数解の 3組はMarkov 3組と呼ばれる。Markov 3組を

1つ見つけると、解と係数の関係から他の解を見つけることができる。Markov方程式の

最小の解のみからなる 3組は [1, 1, 1]である。これを最小のMarkov 3組として、解を 2つ

固定すると、[1, 2, 1]が得られる。さらに、1, 2を固定することで [1, 5, 2]を得る。このよ

うな操作を繰り返す事で次のようなMarkov tree TM を得る。

[1, 1, 1]

[1, 2, 1]

[1, 5, 2]

[1, 13, 5] [2, 29, 5]

[1, 34, 13] [5, 194, 13] [5, 433, 29] [2, 169, 29]
...

...
...

...

図: Markov tree TM

?

?

�����
HHHHj

��= ZZ~ ��= ZZ~
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Markov quiverは次図のようにトーラスの三角形分割と対応している。ただし、正方形

の対辺を同一視しており、頂点 0,−1,∞が辺 1, 2, 3に対応している。

-1

∞0

←−−−−−−−−→

1

2
3

2

1

=

Markov数に関しては「Markovの一意性予想」と呼ばれる未解決の予想がある [M]。

予想 2.1 (Markovの一意性予想).

すべてのMarkov数は、Markov 3組内の最大数として 1度だけ現れる。

Chávez [C]は「Markovの一意性予想」の解決のためにMarkov quiverについて研究

した。

注意 2.2. Gyoda [G]によりMarkov方程式の類似として

(x+ y)2 + (y + z)2 + (z + x)2 = 12xyz (x, y, z ∈ Z)

が考察された。この方程式はMarkov方程式と部分的に同じ解をもち、Markov方程式と

同様にツリーを形成する。この方程式に関連する quiverはオービフォールドの三角形分

割に対応している。さらにGyodaとMatsushita [GM]によりMarkov方程式の一般化と

して

x2+ y2+ z2+ k1xy+ k2yz+ k3zx = (3+ k1+ k2+ k3)xyz (x, y, z ∈ Z, k1, k2, k3 ∈ Z≥0)

が研究されている。

このセクションではMarkov quiverと有理数との関係を述べ、さらにMarkov quiverの

mutationから定まる exchange matrix間の関係を述べる。

有理数に関して次の表記を用いる。ここでQ∞は有理数全体に∞を含めた集合を表す。

表記 1. q ∈ Q∞に対して、d(q), r(q)は次の 3条件を満たす整数を表す。

• q = d(q)
r(q)

• gcd(d(q), r(q)) = 1

14



• r(q) ≥ 0

この d(q), r(q)は一意に決定される。特に 0 = 0
1 , ∞ = 1

0 である。

ここで [01 ,
−1
1 ,

1
0 ]という 3つ組を考える。この 3つ組は Farey tripleとなっている。

Farey tripleの定義は次の通りである。

定義 2.3. q, q′ ∈ Q∞に対して

△(q, q′) =

∣∣∣∣∣det
(
d(q) d(q′)

r(q) r(q′)

)∣∣∣∣∣
と定める。△(q, q′) = 1の場合、qと q′をFarey neighborと呼ぶ。さらにどの 2つの組

み合わせもFarey neighborとなっている q, q′, q′′ ∈ Q∞の 3つ組 [q, q′, q′′]をFarey triple

と呼ぶ。Farey neighborの定義より、Farey triple [q, q′, q′′]において、偶数奇数 ,
奇数
奇数 ,

奇数
偶数 が 1

つずつ現れる。

定義 2.4. q, q′ ∈ Q∞を Farey neighborとする。

• qと q′の Farey和 q+⃝q′を以下で定義する。

q+⃝q′ = d(q)+d(q′)
r(q)+r(q′)

• qと q′の Farey差 q -⃝q′を以下で定義する。

q -⃝q′ = d(q)−d(q′)
r(q)−r(q′)

Chávez [C]により Farey tripleに対してmutationが定義された。

定義 2.5 (Chávez [C]). [q0, q−1, q∞] を Farey triple, k ∈ {0,−1,∞} とする。ただし

[q0, q−1, q∞] = [偶数奇数 ,
奇数
奇数 ,

奇数
偶数 ]の形を満たしているものとする。

[q0, q−1, q∞]の kでのmutationを以下で定義する。

µk[q0, q−1, q∞] =



[q−1+⃝q∞, q−1, q∞] (q0 = q−1 -⃝q∞)

[q−1 -⃝q∞, q−1, q∞] (q0 = q−1+⃝q∞)

[q0, q0+⃝q∞, q∞] (q−1 = q0 -⃝q∞)

[q0, q0 -⃝q∞, q∞] (q−1 = q0+⃝q∞)

[q0,q−1, q0+⃝q−1] (q∞ = q0 -⃝q−1)
[q0, q−1, q0 -⃝q−1] (q∞ = q0+⃝q−1)
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定義 2.5より µ0[
0
1 ,
−1
1 ,

1
0 ] = [−21 ,

−1
1 ,

1
0 ]を得る。さらに [01 ,

−1
1 ,

1
0 ]と [−21 ,

−1
1 ,

1
0 ]を矢で結

び、矢の上に 0をおく。このように操作を繰り返すことで Farey triple全体からmutation

の操作で関連付けられたツリー T3が得られる。

[01 ,
−1
1 ,

1
0 ]

[−21 ,
−1
1 ,

1
0 ] [01 ,

1
1 ,

1
0 ] [01 ,

−1
1 ,
−1
2 ]

[−21 ,
−3
1 ,

1
0 ] [−21 ,

−1
1 ,
−3
2 ]

[21 ,
1
1 ,

1
0 ][01 ,

1
1 ,

1
2 ]

[−23 ,
−1
1 ,
−1
2 ] [01 ,

−1
3 ,
−1
2 ]

...
...

...
...

...
...

図: ツリー T3

�
�

�
�+

0

?

-1 Q
Q
Q
Qs

∞

�
�

�
�+

-1

?

∞ C
C
C
C
C
C
C
CW

0

�
�
�
�
�
�
�
��

∞
?

0 Q
Q
Q
Qs

-1

この T3 のうち、左に現れる [−21 ,
−1
1 ,

1
0 ]を頂点とする部分ツリーを T 0

3、真ん中に現れる

[01 ,
1
1 ,

1
0 ]を頂点とする部分ツリーを T−13 、右に現れる [01 ,

−1
1 ,
−1
2 ]を頂点とする部分ツリー

を T∞3 と書く。

3つのツリー T−13 ,T∞3 , T 0
3 はグラフとして同型である。その同型写像は次の補題により

与えられる。

補題 2.6 (Chávez [C]).

(1) グラフ同型 ϕ : T−13 → T∞3 が

· ϕ[q0, q−1, q∞] = [ −r(q∞)
r(q∞)+d(q∞) ,

−r(q0)
r(q0)+d(q0)

, −r(q−1)
r(q−1)+d(q−1)

]

· 辺のラベルに関して 0,−1,∞ 7→ −1,∞, 0

によって定義される。特に ϕ([01 ,
1
1 ,

1
0 ]) = [01 ,

−1
1 ,
−1
2 ]である。

(2) グラフ同型 ψ : T−13 → T 0
3 が

· ψ[q0, q−1, q∞] = [−(r(q−1)+d(q−1))
d(q−1)

, −(r(q∞)+d(q∞))
d(q∞) , −(r(q0)+d(q0))

d(q0)
]

· 辺のラベルに関して 0,−1,∞ 7→ ∞, 0,−1

によって定義される。特に ψ([01 ,
1
1 ,

1
0 ]) = [−21 ,

−1
1 ,

1
0 ]である。
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ここからはMarkov quiverと Farey tripleを関連付けて exchnage matrixについて考

える。

-1

∞0

この quiverにどの頂点で mutationしても次の右図のような矢の向きが入れ替わった

quiverが得られる。

-1

∞0

µk⇐⇒

-1

∞0

以上の quiverを左からQ+, Q−とし、この quiverから定まる行列をそれぞれB+, B−と

すると以下のようになる。

B+ =

 0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

, B− =

 0 2 −2
−2 0 2

2 −2 0


ただし、この行列は行と列を 0,−1,∞として考えている。

すると initial exchange matrix B̃0は以下のようになる。ただし、[01 ,
−1
1 ,

1
0 ] = [0,−1,∞]

と読むことで、Markov quiver B+と関連付けられ、B̃0は [01 ,
−1
1 ,

1
0 ]に割り当てる。

B̃0 =



0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


さらに ai ∈ {0,−1,∞}をもつ任意の Farey triple µan · · ·µa1 [01 ,

−1
1 ,

1
0 ]に exchange matrix

µan · · ·µa1(B̃0)を帰納的に割り当てる。

この initial matrixにmutationを施すと、上 3 × 3小行列は B+ µk⇐⇒ B−と行き来す

る。一方、次の例に示すように下 3× 3小行列の部分は上 3× 3小行列のようにはいかな

い。このことからMarkov quiverの exchange matrixを考える上で、下 3× 3小行列の形

を考えることに集中することができる。
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例 2.7.



0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


µ−1−−→



0 2 −2
−2 0 2

2 −2 0

1 0 0

2 −1 0

0 0 1


µ0−→



0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

−1 2 0

−2 3 0

0 0 1



µ−1−−→



0 2 −2
−2 0 2

2 −2 0

3 −2 0

4 −3 0

0 0 1


µ0−→



0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

−3 4 0

−4 5 0

0 0 1


µ−1−−→

これらの行列は [a1 ,
a±1
1 , 10 ]の形式の 3組に対応する。

この得られた exchange matrixにおいて initial exchange matrixがツリーT3の [01 ,
−1
1 ,

1
0 ]

と、それ以降の exchange matrixが [01 ,
1
1 ,

1
0 ]を頂点とした部分ツリー T−13 に関係してい

る。さらに下 3× 3小行列の部分に焦点を当てて考える事ができる。

先の例 2.7のような−1, 0のmutationの繰り返しの下で以下が成り立つ。次の命題 2.8

によって、部分ツリー T−13 に関連付けられた exchange matrixをすべて表すことが出来る。

さらに、命題 2.8, 2.9によってツリー T3に関連付けられた exchenge matrixをすべて表

すことができた。

命題 2.8 (Chávez [C]). mutation µ0と µ−1（µ−1ではじまる）を交互に繰り返すことに

よって得られる行列は以下のどちらかである。ただし、左下の行列はFarey triple[a1 ,
a−1
1 , 10 ]

と、右下の行列は [a1
a+1
1 , 10 ]割り当てられた行列とする。

[a1 ,
a−1
1 , 10 ] [a1

a+1
1 , 10 ]

0 −2 2

2 0 −2
−2 2 0

1− a a 0

−a a+ 1 0

0 0 1


or



0 2 −2
−2 0 2

2 −2 0

a+ 1 −a 0

a+ 2 −(a+ 1) 0

0 0 1


またM を T−13 にある 3組 [q0, q−1, q∞](̸= [a1 ,

a±1
1 , 10 ])に紐づけられた exchange matrix

とするとM の下 3 × 3小行列は次のようになる。ただし、q0 = a
b , q−1 = c

d , q∞ = e
f と

し、(1), (4), (5)の場合は上 3× 3小行列をB+、それ以外はB−とする。
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(1)

 a+ 1 −c+ 1 c− a− 1

a+ b+ 1 −c− d+ 1 c+ d− a− b− 1

b+ 1 −d+ 1 d− a− 1

 (q0 < q∞ < q−1)

(2)

 −a+ 1 c+ 1 a− c− 1

−a− b+ 1 c+ d+ 1 a+ b− c− d− 1

−b+ 1 d+ 1 b− d− 1

 (q−1 < q∞ < q0)

(3)

 a+ 1 e− a− 1 −e+ 1

a+ b+ 1 e+ f − a− b− 1 −e− f + 1

b+ 1 f − b− 1 −f + 1

 (q0 < q−1 < q∞)

(4)

 −a+ 1 a− e− 1 e+ 1

−a− b+ 1 a+ b− e− f − 1 e+ f + 1

−b+ 1 b− f − 1 f + 1

 (q∞ < q−1 < q0)

(5)

 e− c− 1 c+ 1 −e+ 1

e+ f − c− d− 1 c+ d+ 1 e− f + 1

f − d− 1 −d+ 1 −f + 1

 (q−1 < q0 < q∞)

(6)

 c− e− 1 −c+ 1 e+ 1

c+ d− e− f − 1 −c− d+ 1 e+ f + 1

d− f − 1 −d+ 1 f + 1

 (q∞ < q0 < q−1)

命題 2.9 (Chávez [C]). Farey triple [q0, q−1, q∞]に紐づけられた exchange matrix をM

とし次のように表す。

[q0, q−1, q∞]→M

さらにMを Farey triple [q0, q−1, q∞] ∈ T−13 に関連づけられた exchange matrixとすると

以下が成り立つ。

ϕ[q0, q−1, q∞]→ (123) •M

ψ[q0, q−1, q∞]→ (132) •M

ただし、(123) •M の上 3 × 3行列と下 3 × 3行列に 1 → 2, 2 → 3, 3 → 1と成分を変換

したものを表し、(132) •M は 1→ 3, 3→ 2, 2→ 1と成分を変換したものを表す。

さらに、Markov quiverの exchange matrixを用いて、Markovの一意性予想を言い換

える事ができる。

予想 2.10. Markov quiverのmutationから得られる exchange matrixはすべて異なる。

注意 2.11. Markov quiverの exchange matrixは命題 2.9により、ツリー T−13 の exchange

matrixで T∞3 , T 0
3 の exchange matrixを表すことができるため、先の予想を考える上で思

考量を 1
3 にする事ができる。
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§2.2 ある三角形 quiver

§2.1のMarkov quiverから発展してすべての矢の数を 3つにした三角形 quiverを見て

みる。これにmutationを施すと、次のようになる。

2

1

3

3

3

3 µ1−→

2

1

3

3

6

3 µ2−→

2

1

3

3

6

15 µi−→

このように、mutationによって得られる quiverの矢の本数は増えるばかりで、減る気配

がない。そこで逆に矢の本数を 1本にした次のような quiver Qを考えてみる。

Q =

1

3 2

この quiverにおいてmutationを施すことで、事実 1.10と同じような associahedronが得

られる。

補題 2.12. 上の quiver Qにmutationを施していくと、quiverを頂点とし、mutationを

辺とする 3個の 8角形と、2つの 3角形からなる Figure 1の 5面体が得られる。ただし、

a := Qと書く。
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1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

3 2

1

2

3

1

2»3

1

2

3 1

2

1»3

2

3

3

1»2

Figure1 5面体

(証明)

Keller [K4]の「Quiver mutation in JavaScript and Java」を用いてmutationを行うこ

とで確かめることもできるが、比較的簡易なのでmutationの定義に従って手計算によっ

て求めることができる。 　

Markov quiverと同様に、この quiver Qのmutationに対応する exchange matrixを求

める。

例 2.13. quiver Q = aに以下の順序でmutationを施す。

a
1−→ e

2−→ d
1−→ f

2−→ i
1−→ k

2−→ l
1−→ j

2−→ c
1−→ b

2−→ a (2.1)
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このとき exchange matrixは以下のようになる。

0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


1−→



0 −1 −1
1 0 1

1 −1 0

−1 1 1

0 1 0

0 0 1


2−→



0 1 −1
−1 0 −1
1 1 0

0 −1 2

1 −1 1

0 0 1


1−→



0 −1 1

1 0 −2
−1 2 0

0 −1 2

−1 0 1

0 0 1


2−→



0 1 −1
−1 0 2

1 −2 0

0 1 0

−1 0 1

0 0 1


1−→



0 −1 1

1 0 1

−1 −1 0

0 1 0

1 0 0

0 0 1


2−→



0 1 1

−1 0 −1
−1 1 0

1 −1 1

1 0 0

0 0 1


1−→



0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0

−1 0 2

−1 1 1

0 0 1


2−→



0 1 −2
−1 0 1

2 −1 0

−1 0 2

0 −1 1

0 0 1



1−→



0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

1 0 0

0 −1 0

0 0 1


2−→



0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


またクラスター変数 x1, x2, x3は以下のようになる。x1x2

x3

 1−→


x2x3+1

x1

x2

x3

 2−→


x2x3+1

x1
x2x2

3+x3+x1

x1x2

x3

 1−→


x1+x3
x2

x2x2
3+x3+x1

x1x2

x3

 2−→


x1+x3
x2

x1

x3

 1−→

x2x1
x3

 2−→

 x2
x2x3+1

x1

x3

 1−→


x2x2

3+x3+x1

x1x2
x2x3+1

x1

x3

 2−→


x2x2

3+x3+x1

x1x2
x1+x3
x2

x3

 1−→

 x1
x1+x3
x2

x3

 2−→

x1x2
x3


このように exchange matrixは元の aの形に戻るが、Markov quiverと同様の命題 2.8

の様に表すことが出来ない。

一方、quiver aに関するクラスター変数は (2.1)の mutationによって、元の変数に戻

る。同様にして 1, 3や 2, 3(合計 10回で最短ルート)の繰り返しmutationに関してクラス

ター変数に対して同様の結果が得られる。
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命題 2.14. 次の quiver Q = aに対する seed (Q,x)に対して

Q =

1

3 2

1, 2や 1, 3や 2, 3のそれぞれ 5回のmutationによってクラスター変数が構成される。

(証明)

(1) 1, 2の繰り返しの場合

例 2.12より quiverはmutation 5回目の quiverに σ12を施すことで元の形に戻り、クラス

ター変数も同様である。また 2, 1の繰り返しのクラスター変数は先のmutationを逆から

見て 5回目で得られる。

(2) 1, 3の繰り返し

Figure1より quiverはmutation 5回目の quiverに σ13を施すことで元の形に戻りもとに

戻る。またクラスター変数はx1x2
x3

 1−→


x2x3+1

x1

x2

x3

 3−→


x2x3+1

x1

x2
x1x2+x2x3

x1x3

 1−→


x1x2+1

x3

x2
x1x2+x2x3

x1x3

 3−→


x1x2+1

x3

x2

x1

 1−→

x3x2
x1

 3−→

 x3

x2
x2x3+1

x1

 1−→


x1x2+x2x3+1

x1x3

x2
x2x3+1

x1

 3−→


x1x2+x2x3+1

x1x3

x2
x1x2+1

x3

 1−→

 x1

x2
x1x2+1

x3

 3−→

x1x2
x3


となり、mutation 5回目のクラスター変数に対して σ13を施すことで元のクラスター変数

に戻る。3, 1の繰り返しに関しても先と同様である。(2) 2, 3の繰り返しの場合

Figure1より quiverはもとに戻る。mutation 5回目の quiverに σ23を施すことで元の形

に戻る。またクラスター変数はx1x2
x3

 2−→

 x1
x1+x3
x2

x3

 3−→

 x1
x1+x3
x2

x1+x2
1x2+x3

x2x3

 2−→

 x1
x1x2+1

x3
x1+x2

1x2+x3

x2x3

 3−→
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 x1
x1x2+1

x3

x2

 2−→

x1x3
x2

 3−→

 x1

x3
x1+x3
x2

 2−→

 x1
x1+x2

1x2+x3

x2x3
x1+x3
x2

 3−→

 x1
x1+x2

1x2+x3

x2x3
x1x2+1

x3

 2−→

 x1

x2
x1x2+1

x3

 3−→

x1x2
x3


となり、mutation 5回目のクラスター変数に σ23 を施すことで元のクラスター変数に戻

る。繰り返し 3, 2でも同様である。
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第3章 mutation sequence

この章では、分配級数を定義するために必要なmutation loopについて説明し、さらに

mutation loop を 1つに限定することができる、frameと言う概念を導入する。そのうえで

Keller [K1]によって定義されたmaximal green sequenceについて紹介する。このmaximal

green sequenceは quantum dilogarithm identitiesと弦理論やゲージ理論に現れる refined

Donaldson-Thomas不変量のために導入された。

§3.1 mutation loop

第 1章でquiver Q,Q′が同型であるとき、quiver QとQ′をmutation同値であると定義し

た。この定義のもとでは、頂点の番号付けが違うだけで形が同じものに関してはmutation

同値でない。ここでは、quiver QとQ′の頂点の番号付けが異なるが、形が同じものを含

めて考えることができるmutation loopと呼ばれる概念を導入する。

定義 3.1. quiver Qの頂点の有限列m = (m1,m2, · · · ,mT )はmutation sequenceと呼

ばれる。

Q(t) := µmt(Q(t− 1)) (1 ≤ t ≤ T )

と置くことによりmは quiverの時間発展を誘導する:

Q(0)
µm1−−→ Q(1)

µm2−−→ · · ·
µmt−−→ Q(t)

µmt+1−−−−→ · · ·
µmT−−−→ Q(T )

このときQ(0)とQ(T )は特に initial quiver, final quiverと呼ばれる。

以下の表記を用いる。

µm(Q(T )) = µmT (· · ·µm2(µm1(Q(0))) · · · )

initial quiverと final quiverが同型の場合、以下が定義される。

定義 3.2. Q(0)とQ(T )は有向グラフとして同型と仮定する。このとき、同型ψ : Q(T )→

Q(0)は、頂点集合の全単射を導き、mutation sequence mの境界条件と呼ばれる。ψは

{1, · · · , n}の順列、つまり ψ ∈ Sn (ここで、Snは対称群)を定める。

三つ組 γ = (Q;m, ψ)はQのmutation loopと呼ばれる。
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例 3.3. 次の quiverを考える。

Q =

1

32

これにm = (1, 2, 3, 1)でmutationすると

µ1−→

1

32

µ2−→

1

32

µ3−→

1

32

µ1−→

1

32

境界条件は 1つの頂点を固定しその他の頂点を入れ替えて ψ = (1 3), (1 2), (2 3)の 3つが

考えられる。よって、mutation loopは γ = (Q; (1, 2, 3, 1), (1 2)), (Q; (1, 2, 3, 1), (1 3)),

(Q; (1, 2, 3, 1), (2 3))の 3つがある。しかし、次の framed quiverを導入することで、境界

条件を 1つにすることができる。

§3.2 framed quiver

この節では、Brüstle, Dupont, Pérotin [BDP]により導入された framed quiverの定義

と例を述べる。

定義 3.4. quiver Qに対して、framed quiver Q̂とは、各頂点 i ∈ Q0に対して、新しい

vertex i′と新しい矢 i→ i′を加える事によって得られた quiverの事である。i′を frozen
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vertexと呼び、それらの集合を F で表す。すなわち、

(Q̂)0 = Q0 ∪ F, F := {i′|i ∈ Q0},

(Q̂)1 = Q1 ∪ {i→ i′|i ∈ Q0}.

例 3.5. 左の quiverを framed quiverにすると右のようになる。

1

32

framed−−−−→

1

32

1’

2’ 3’

Qに対して、m = (m1,m2, · · · ,mT )をmutation sequenceとする。

Q̂(0) = Q̂, Q̂(t) = µmt(Q̂(t− 1)) (t = 1, 2, · · · , T )

と置くことにより、以下の framed quiverの sequenceが構成できる。

Q̂(0)
µm1−−→ Q̂(1)

µm2−−→ · · ·
µmt−−→ Q̂(t)

µmt+1−−−−→ · · ·
µmT−−−→ Q̂(T )

注意 3.6. mt ∈ Q0なので、frozen vertices F = {1′, 2′, · · · , n′}の各点では決してmutation

しない。

定義 3.7. B̂(t)を Q̂(t)に対応する反対称行列とする。Q(t)の頂点 vの c-vectorは以下の

ように定義される。

cv(t) := (B̂(t)vi)
n
i=1

B̂(0)の定義より、ci(0) = ei (e1, · · · , enは Znの標準基底)である。ただし、ei は行ベク

トルである。

B̂(t)は次のように表される。

B̂(t) =

(
B(t) C(t)

−C(t)t 0

)
, C(t) =

c1(t)c2(t)
...


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例 3.8. 例 3.5の framed quiver Q̂の、反対称行列 B̂は右の行列である。

1

32

1’

2’ 3’

−−−−→



0 1 1 1 0 0

−1 0 1 0 1 0

−1 −1 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0



定理 3.9 (Fomin, Zelvinsky [FZ4]). 各 c-vectorは零ベクトルではなく、Nn or (−N)n上

にある。

§3.3 green and red

quiverに frameを付けたことにより、元の quiver Qの頂点に新たに情報が加えられる。

framed quiverの元の頂点に対して、frozen vertisesが sinkか sourceかによって green(resp.

red)と名前を付け、その頂点に関するmutationやmutation sequenceに対しても同様に

green(resp. red)を紐づける。

定義 3.10. cv(t) ∈ Nn（resp. −cv(t) ∈ Nn）であるとき、Q(t)の頂点 vは green (resp.

red)と呼ばれる。

cv(0) = ev より initial quiver Q̂(0)のどの頂点も greenである。

定義 3.11. framed quiver Q̂にmutation sequence m = (m1,m2, · · · ,mT )でmutation

したと仮定する。Q̂(t− 1) (t = 1, 2, · · · , T )上のmutation vertex mtが green(resp. red)

ならば、mutation

µmt : Q̂(t− 1)→ Q̂(t)

を green (resp. red) mutationと言う。さらに µmt の符号が以下で定義される。

εt =

+1 ( µmt が green のとき)

−1 ( µmt が red のとき)

定義 3.12. mutation sequence m = (m1,m2, · · · ,mT )において、任意の頂点mt (1 ≤ t ≤

T )が greenならば、mは green sequenceと呼ばれ、さらに final quiver Q(T )の頂点が

すべて redならmをmaximal green sequenceと呼ぶ。以降maximal green sequence

をMGSとも表記する。
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例 3.13. quiver 1→ 2においてm = (1, 2)でmutationすると

1

2’1’

2

µ1−→

1

2’1’

2

µ2−→

1

2’1’

2

よってmはmaximal green sequenceである。

定義 3.14. quiver Qにmutation sequence m = (m1,m2, · · · ,mT )を作用させたもとで、

final quiver Q(T )のすべての頂点が redのとき、mutation sequence mは reddeningで

あるといい、その際のmutation loopを reddening mutation loopと呼ぶ。

注意 3.15. maximal green sequenceはすべて reddeningである。
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第4章 分配級数
この章では、分配級数について述べる。分配関数は、統計熱力学などで用いられる関数

で、ボルツマン分布の分母に現れる。ボルツマン分布とはあるエネルギー状態をとる分子

数の分布のことである。つまり、分配関数とは分子全体を見渡した時に、どの程度の温度

範囲に分布が広がっているかの目安になる量を与えるものである。分配級数における、係

数は物理的な不変量に対応することが知られている。Katoと Terashima [KT1, KT2]は

quiverのmuatuin sequenceの組み合わせデータのみを用いて、物理における分配関数の

ような重要な量を取り出せないかという動機のもとで分配級数を導入した。

§4.1 分配級数の定義

Qを頂点 1, 2, · · · , nをもつ quiver, m = (m1,m2, · · · ,mT )をQのmutation sequence

とする。mutation sequenceの分配級数は s変数 {si}, k変数 {kt},及び k∨変数 {k∨t }を用

いて定義される。これらの変数は次のように定義される。

定義 4.1 (Kato and Terashima [KT1, Section 3.1]). s変数 {si}, k変数 {kt},及び k∨変

数 {k∨t }の族を次のルールで導入する。

• initial s 変数 sv を initial quiver Qの各頂点 vに割り当てる。

• 頂点 vでmutation するたびに vに関連付けられた「新しい」s変数を追加する。同

じ頂点に付けられた s変数を区別するために、sv, s′v, s′′v , · · · と書く。

• ktと k∨t をmtでのmutationに次のように関連づける。

s変数 {si} (1 ≤ i ≤ n)を備えた quiver Q(t− 1)が頂点 v = mtでmutationしQ(t)

が得られたと仮定する。そのとき k, s変数は以下を満たす必要がある。

kt =

sv + s′v −
∑

a→v sa ( µv が green,つまり εt = 1のとき)∑
v→b sb − (sv + s′v) ( µv が red,つまり εt = −1のとき)

(4.1)

ここで、s′vはmutationした頂点 vに付け加えた新しい s変数であり、和はQ(t− 1)

のすべての矢になる。

同様に k∨, s変数は以下を満たす。

k∨t =

sv + s′v −
∑

v→b sb ( µv が green,つまり εt = 1のとき)∑
a→v sa − (sv + s′v) ( µv が red,つまり εt = −1のとき)

(4.2)
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• 2つの頂点が境界条件によって同一視される場合,対応する s変数も同一視される。

注意 4.2. s変数、k変数、k∨変数は独立ではない。実際

k∨t − kt =
∑
a→v

sa −
∑
v→b

sb (4.3)

が各mutationで成り立つ。

定義 4.3. 頂点 v = mtでのmutation µmt : Q(t− 1)→ Q(t)の重みW (mt)を以下で定義

する。

W (mt) :=
q

1
2
εtktk∨t

(qεt)kt
=


q
1
2 ktk

∨
t

(q)kt
( µv が green,つまり εt = 1のとき)

q−
1
2 ktk

∨
t

(q−1)kt
( µv が red,つまり εt = −1のとき)

ここで、εtは µmt の符号であり、k ∈ Nに対して (q)k :=
∏k

i=1(1− qi)である。

mutation µmt の Nn-gradingを ktαtで定める。ただし、

αt := εtcmt(t− 1) ∈ Nn \ {0}

はmutationが適用される頂点の（符号補正された）c-vectorである。

線形関係 (定義 4.1(2))を解いて s変数を k変数で表すことができる場合、muation loop

は非縮退と呼ばれる [KT1, Section 3.1]。このとき、kt, k∨t ,W (mt)の式を用いてすべての

mutationの重み {W (mt)}を k = (k1, · · · , kt)の関数として表すことができる。

以下mutation loop γは非縮退と仮定する。このとき分配級数はつぎのように定義される。

定義 4.4 (Kato and Terashima [KT1, Section 3.1]). γ = (Q;m, ψ)に関連付けられた

(Nn-gradingの)分配級数を以下で定義する。

Z(γ) :=
∑
k∈NT

(

T∏
t=1

W (mt))y
∑T

t=1 ktαt

ここで、k = (k1, · · · , kT )である。さらに、α = (α1, · · · , αn) ∈ Znに対して

yα = q−
1
2

∑
i<j Bijαiαjyα1

1 yα2
2 · · · y

αn
n

yα1
1 yα2

2 · · · y
αn
n = q+

1
2

∑
i<j Bijαiαjyα

である。
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注意 4.5 (Kato and Terashima [KT2, Remark 3.1]). 固定された β ∈ Nnに対して、

β =

T∑
t=1

ktαt

を満たす k = (k1, · · · , kT ) ∈ NT は有限個である。

例 4.6. 先の例 3.13で考える。

1

2’1’

2

µ1−→

1

2’1’

2

µ2−→

1

2’1’

2

より、

γ = (Q;m, ψ) = (Q; (1, 2), id)

である。

このとき k, k∨変数は

k1 = s1 + s′1 −
∑
a→1

s1 = s1 + s′1, k2 = s2 + s′2

k∨1 = s1 + s′1 −
∑
1→b

sb = s1 + s′1 − s2, k∨2 = s2 + s′2 − s1

となる。ψ = idより、s1 = s′1, s2 = s′2なので、s1 = 1
2k1, s2 =

1
2k2となり、

k∨1 = k1 −
1

2
k2, k∨2 = k2 −

1

2
k1

よって、

Z(γ) =
∑
k∈N2

(

2∏
t=1

W (mt))y
∑2

t=1 ktαt

=
∑
k∈N2

q
1
2
(k1k∨1 +k2k∨2 )

(q)k1(q)k2
y
∑2

t=1 ktαt

=
∑
k∈N2

q
1
2
(k21−

1
2
k1k2+k22−

1
2
k1k2)

(q)k1(q)k2
yk1α1+k2α2

=
∑
k∈N2

q
1
2
(k21−k1k2+k22)

(q)k1(q)k2
y(k1,k2)

ここで分子の qの指数は 2次形式であり、以下の行列で表すことができる。

1

4

(
2 −1
−1 2

)
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§4.2 分配級数と組み合わせドナルドソン・トーマス不変量との関係

Katoと Terashima [KT2, Theorem 6.1]の論文で分配級数は組み合わせドナルドソン・

トーマス不変量と関係があることが示されている。ドナルドソン・トーマス不変量 (以下

DT不変量と略記する)は、1998年に S.DonaldsonとR.Thomas [DT]によって導入され、

組み合わせドナルドソン・トーマス不変量 (以下組み合わせDT不変量と略記する)は 2013

年に B.Keller [K2, K3]によって導入された。この節では組み合わせ DT不変量の定義を

簡単に説明する。

DT不変量はKirillov [Ki]によって定義された quantum dilogarithmと密接に関係があ

る。KatoとTerashima [KT2, Theorem 6.1]は quantum dilogarithmに基づいて quantum

dilogarithms seriesを新たに定義した。

定義 4.7 (Kato and Terashima [KT2, Section 5]). quantum dilogarithms seriesを以下

で定義する。

E(y; q) := 1 +
q1/2

q − 1
y + · · ·+ qn

2/2

(qn − 1)(qn − q2) · · · (qn − qn−1)
yn + · · ·

これは次のようにも表される。

E(y; q) =
∞∑
n=0

(−1)nqn/2

(q)n
yn =

∞∑
n=0

q−
1
2
n2

(q−1)n
yn =

∞∑
n=0

1

1 + qn+
1
2 y

= exp

( ∞∑
n=0

(−y)k

k(q−k/2)− qk/2

)

各mutation µmtに quantum dilogarithms E(yαt ; qεt)を関連付ける。εmtは µmt : Q(t−

1)→ Q(t)の符号で、αt = εmtcmt(t− 1) ∈ Nnは符号補正された c-vectorである。

定義 4.8 (Kato and Terashima [KT2, Section 6]). Qを quiver、m = (m1, · · · ,mT )を

reddening mutation sequenceとする。このとき組み合わせDT不変量が以下で定義される。

E(Q,m) := E(yα1 , qε1)E(yα2 , qε2) · · ·E(yαT , qεT ) ∈ ÂQ

ここで、AQは

AQ = R⟨yα, a ∈ Nn|yαyβ = q
1
2
⟨α,β⟩yαβ⟩

で表されるR上の非可換結合代数で、ÂQはNn-gradingに関する完備化である。代数 ÂQ

と歪対称形式 ⟨ , ⟩は常に最初の quiver Q = Q(0)に対して定義される。

さらに、組み合わせDT不変量と分配級数の間で次の関係が成り立つ。
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定理 4.9 (Kato and Terashima [KT2, Theorem 6.1]). γ = (Q; m, ψ) を、reddening

mutation loopとする。このとき、分配級数Z(γ)と組み合わせドナルドソン・トーマス不

変量 E(Q;m)の間に次の関係式が成り立つ。

Z(γ) = E(Q;m)

ここで、 : AQ → AQは以下で定義されるQ代数反自己同型である。

yα → yα, q → q−1

本来ドナルドソン・トーマス不変量は、3次元カラビ・ヤウ多様体に対する不変量で、そ

のカラビ・ヤウ多様体上の安定な連接層を数え上げる不変量である。
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第5章 A型quiverに関連するmaxi-
mal green sequenceと分配級数
この研究以前に Kato と Terashima [KT1, KT2] によって、A2 型、アフィン A2 型、

octahedral quiverなどの分配級数が調べられている。

この章では論文の主結果である A型やアフィン A型の quiverに対して 1つのMGSの

取得方法や一般的なMGSの取得方法に関する予想、分配級数の分子に現れる qの指数部

分の 2次形式を表す対称行列の形に関する予想を述べる。その結果、A型やアフィンA型

の quiverの分配級数から得られる行列はアフィン A型カルタン行列が現れたり、部分行

列としてA型カルタン行列が現れることがわかる。

§5.1 A型 quiverのmaximal green sequenceと分配級数

頂点と矢が横一直線に並ぶような quiverのことをA型 quiverといい、頂点の個数が n

個の場合はAn型 quiverと呼ぶ。例えば以下の 3つの quiverはいずれもA3型である。

1 2 3

1 2 3

1 2 3

A型 quiverのMGSを求めるために、次の補題が有効である。

補題 5.1 (Cormier, Dillery, Resh, Serhiyenko, Whelan [CDRSW]). Q = (Q0, Q1)を非環

状quiver(サイクルを持たないquiver)とする。このときQの sourceの頂点の列 (i1, i2, · · · , in)

はMGS m = (i1, · · · , in) を生成する。ここで nは quiver Qの頂点の数である。

例 5.2. 補題 5.1を適用すると、

(i)

1 2 3

のMGSとしてm = (1, 2, 3)が見つかる。

(ii)

1 2 3
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のMGSとしてm = (1, 3, 2), (3, 1, 2)が見つかる。

(iii)

1 2 3

の MGSとしてm = (2, 1, 3), (2, 3, 1)が見つかる。このように MGSは一意的に決まら

ない。

三角形分割で表す事ができる 3-cycle構造を持つ quiverについてのMGSの取得方法は

[CDRSW]で示されている。その結果を述べるために補題を準備する。

補題 5.3 (Cormier, Dillery, Resh, Serhiyenko, Whelan [CDRSW, Lemma 2.14]). 次の条

件が成り立つような、ある quiver Qに対して、Q′ ∈ Mut(Q̂)とする。ただし、Mut(Q̂)は

Q̂のmutation同値類である。

(1) C はQの full subquiverであり、Ĉ は Q̂の full subquiverである。

(2) Q′は単一の矢 i→ jで接続された full subquiver ĈおよびDで構成される。ここで、

i ∈ C0, j ∈ D0 (ここで、C0は C の頂点集合、D0はDの頂点集合とする )。

µcを C のmaximal green sequenceとすると、以下が成り立つ。

1. C のすべての頂点は µc(Q
′)上で redである。

2. µc(Q
′)は単一の矢 i→ xで接続された 2つの full subquiver µc(Ĉ)とDで構成され

る。ここで、xは C0の一意の頂点であり、矢 i′ → xは frozen vertex i′から始まる

ものである。

定義 5.4. 2つの異なる 3-cycleに属する頂点を共有頂点、1つの 3-cycleにのみ属する頂点

を非共有頂点と呼ぶ。さらに、非共有頂点 lから共有頂点への矢が存在する頂点を leader、

非共有頂点 f からリーダーへの矢が存在する頂点を followerと呼ぶ。

定義 5.5. Rを単一の 3-cycleからなるQの full subquiverとする。それをQの最内領域

と呼ぶ。Rの唯一の 3-cycleを T で表す。

定義 5.5を満たすQに対して、T ∩R1 = ∅を満たすようなQの full subquiver R1を、

Qの leaderと followerを含むすべての 3-cycleを含む和集合として定義する。それをQ

の最外領域と呼ぶ。R1のサイクルを T11 , T12 , · · · , T1nと記す。ここで 2番目の紐づけは任

意である。サイクル T1i について、leader L1i と follower F1i にラベル付けする。
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full subquiver R2をサイクル T21 , T22 , · · · , T2m と

Q2 := Q \ {v ∈ R1 |vはR1の leader または follower}

の leaderおよび followerの和集合として定義する。ここで、T ∩ R2 = ∅という制限が

追加される。つまり R2 を Q2 の最外領域である。サイクル T2i に対して、leader L2i と

follower F2i にラベルを付ける。R2をQの領域 2と呼ぶ。

full subquiver Riをサイクル Ti1 , · · · , Tir と

Qi := Qi−1 \ {v ∈ Ri−1 |vはRi−1の leader または follower}

の leaderおよび followerの和集合と定義する。ここで Tm ∩ Ri = ∅という制限が追加さ

れる。サイクル Tij に対して、Lij とFij にラベルを付ける。Qの領域 iをRiと呼ぶ。すべ

てのRi ∈ Qに対して、m ≥ iとなる領域をRmとする。構成方法により、T ∩ Rm ̸= ∅

であることに注意。

次の定理によりmaximal green sequenceを取得することができる。

定理 5.6 (3-cycle procedure). [Cormier, Dillery, Resh, Serhiyenko, Whelan [CDRSW,

Theorem 5.12]]次の手順は補題 5.3を満たす 3-cycleが繋がった quiver Qのmaximal green

sequenceを生成する。

1 R1, R2, · · · , Rmの構成方法にそって、R1, R2, · · · , Rmを確立する。Rmの頂点にVm1 , Vm2 ,

Vm3 のラベルをつける。この時点から Q̂を考える。

2 すべての L1i でmutationする。このmutation sequenceを µL1 と呼ぶ。

3 領域 Riから Ri+1(1 ≤ i ≤ m′)に連続的に移動し、すべての領域 Riのすべての頂点

Riのすべての leader Lij (1 ≤ j ≤ n)でmutationする。この Riのmutation seqence

を µLi と呼ぶ。

4 任意の頂点から開始し、Rmの頂点をmutationし、最初にmutationされた頂点で再び

mutationされるまで、Rmの回りを環状に移動する。このmutation sequenceを µm′と

書く。

5 すべてのTm′
j
に対して、Fm′

j
でmutationし、次にLm′

j
でmutationする。このmutation

sequenceを µm′ と書く。
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6 領域Riから領域Ri+1 (1 ≤ i ≤ m′)に連続的に移動し、サイクル Tij ∈ Riごとに Fij

でmutaionし、次に Lij でmutationする。µiをRiのmutation sequenceと呼ぶ。

結果として得られる

µQ := µ1µ2 · · ·µm′−1µm′µLm′−1
· · ·µL2µL1

は、Qのmaximal green sequenceである。

この作り方で得られるMGSは非縮退である。詳しく述べると次の定理が成り立つ。

定理 5.7 (Cormier, Dillery, Resh, Serhiyenko, Whelan [CDRSW, Theorem 1.1]). 三角形

分割で表すことのできる quiverのmaximal green sequenceの最小の長さは、n + tとな

る。ただし、nは quiverの頂点の数、tは 3-cycleの数である。

例 5.8 (cf.[CDRSW, Example 5.15.]). 以下の quiverに対してのmaximal green sequence

を定理 5.6に従って求める。

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13

まずR,R1, · · · の構成方法にしたがって quiverの頂点に名前をつけると

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13

T12

L12

F12

T11T1

F11 L11

Tm

R1

R1Rm

−−−−→
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1 2

3 4

5 8

9

10

11

Tm Rm

R2

T2

F21

L21

−−−−→

1 2

3 4

5 8

9

Tm Rm

R3

T3

F31

L31

−−−−→

1 2

3 4

5

Tm Rm

R4T4

F41

L41

となり、以下のように頂点に記号を割り振る。

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13 L12

F12

F11 L11

L41

L31 L21

F41

F31 F21

Rm R1

R3 R2 R1

R4
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これに、定理 5.6にしたがってmutationを施していく。

1. まず、すべての L1i (i = 1, 2)でmutationする。(µ7, µ13)

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13 L12

F12

F11 L11

L41

L31 L21

F41

F31 F21

2. RlからRl+1 (l = 1, 2, 3)へ移動し、Lでmutationする。(µ11, µ9, µ5)

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13 L12

F12

F11 L11

L41

L31 L21

F41

F31 F21

3. 頂点 123からなる三角形に対してmutationする。(µ3, µ2, µ1, µ3)

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13 L12

F12

F11 L11

L41

L31 L21

F41

F31 F21

4. R4から環状にmutationしていく。(µ4, µ5, µ8, µ9, µ10, µ11, µ12, µ13, µ6, µ7)

1 2

3 4

5

6 7

8

9

10

11

12

13
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この quiverはすべての頂点が red(∵補題 5.3)になっているので、

m = (7, 13, 11, 9, 5, 3, 2, 1, 3, 4, 5, 8, 910, 11, 12, 13, 6, 7)

はmaximal green sequenceで、長さは 19 = 13 + 6になっている。

§5.2 アフィンA型 quiverに関連するMGSと分配級数

An型 quiverに頂点を n+1を加え、頂点 1, nと頂点 n+1を 1本の矢でつなげた quiver

をアフィンAn型 quiverと呼ぶ。アフィンの仕方は付け加える 1本の矢の向きにより 2つ

ある。

例 5.9. 次のA3型 quiver Qをアフィン化すると、2つの quiver Qa1 , Qa2 が得られる。

Q
1 2 3

−−−−→

Qa1

1 2 3 4

Qa2

1 2 3 4

Katoと Terashima [KT2]ではサイクルのあるアフィン A3型 quiverなどのMGSと分

配級数を求めている。この論文ではこの 2つの quiverを一般化した quiverのMGSや分

配級数を求める。ここでの結果は Keller [K4]によって開発された「Quiver mutation in

JavaScript and Java」を利用して得られたものである。

定理 5.10. アフィンAn型 quiver

1 2 3 n

に関して、mutation sequence m = (1, 2, · · · , n − 1, n)はMGSであり、ψ = idである。

その分配級数は

Z(γ) =
∑
k∈Nn

q
1
2
(
∑n

i=1 k
2
i−

∑n−1
l=1 klkl+1−knk1)

(q)k1 · · · (q)kn
y(k1,k2,··· ,kn)

により与えられる。
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(証明)

まず、mutation sequenceがMGSであることを調べる。与えられた quiverに frameをつ

けると以下のようになる。

1 2 3 n

1’ 2’ 3’ n’

頂点 1が sourceとなっているので、1でmutationする。すると頂点 2が sourceとなり、

次に 3, 4, 5, · · · と帰納的に行うことで、次の quiverを得る。

1 2 3 n

1’ 2’ 3’ n’

すべての頂点が red(i′ → i (i ∈ {1, 2, · · · , n}))となっているので、mutation sequence

m = (1, 2, · · · , n− 1, n)はMGSである。

MGS m = (1, 2, · · · , n− 1, n)によって得られた quiverは次のようになる。

1 2 3 n

1’ 2’ 3’ n’

よって境界条件は ψ = idである。γ = (Q,m, ψ)はmutation loopである。

次に Z(γ)を計算する。s変数は

s1, s2, · · · , sn, s′1, s′2 · · · , s′n

であり、境界条件より以下が成り立つ。

s1 = s′1, s2 = s′2, · · · , sn = s′n

また k変数は、(これらは quiverから定まるので)

k1 = s1 + s′1 = 2s1 ⇐⇒ s1 =
1

2
k1

k2 = s2 + s′2 = 2s2 ⇐⇒ s2 =
1

2
k2

...

kn = sn + s′n = 2sn ⇐⇒ sn =
1

2
kn
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k∨変数は、

k∨1 = s1 + s′1 − s2 − sn = k1 −
1

2
k2 −

1

2
kn

k∨2 = s2 + s′2 − s3 − s′1 = k2 −
1

2
k3 −

1

2
k1

...

k∨n = sn + s′n − s′1 − s′n−1 = kn −
1

2
k1 −

1

2
kn−1

よって Z(γ)の分子の qの指数部分は、

1

2
(k21 + · · ·+ k2n − k1k2 − k2k3 − · · · − kn−1kn − knk1)

また yの指数に関しては、

k1(1, 0, 0, · · · , 0) + k2(0, 1, 0, · · · , 0) + · · ·+ kn(0, 0, 0, · · · , 1)

= (k1, k2, · · · , kn)

よって、

Z(γ) =
∑
k∈Nn

q
1
2
(
∑n

i=1 k
2
i−

∑n−1
l=1 klkl+1−knk1)

(q)k1 · · · (q)kn
y(k1,k2,··· ,kn)

が成り立つ。

注意 5.11. 分子の qの指数は 2次式であり、以下の n次正方行列で表すことができる。

2 −1 0 · · · 0 0 −1
−1 2 −1 · · · 0 0 0

0 −1 2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 2 −1 0

0 0 0 · · · −1 2 −1
−1 0 0 · · · 0 −1 2


これはアフィンAn−1型カルタン行列である。

§5.3 n-cycleをもつアフィンA型 quiverに関するMGSと分配級数

定理 5.10では、cycleの無い quiverのMGSを調べたが、ここでは cycleのあるアフィ

ンA型 quiverに関してのMGSに関して調べる。
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定理 5.12. n ≥ 3とする。n-cycleをもつアフィンAn型 quiver

1 2 3 n

において、mutation sequence

m = (1, 2, · · · , n, n− 2, n− 3, · · · , 1)

はMGSであり∗、このmの境界条件は以下のようになる。

ψ = (1 n n− 2 n− 3 · · · 2)

(証明)　

(1) n = 3のとき

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

µ2−→

1

32

1’

2’ 3’

µ3−→

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

m = (1231)はmaximal green sequenceで ψ = (1 3)である。

(2) n角形の場合

(i)まず 1でmutationすると、これは明らかに greenである。

1’

n-1
n

2
1

n’(n-1)’2’
µ1−→

1’

n-1
n

2
1

n’(n-1)’2’

(ii)次に 2, · · · , n− 2までのmutationにおいて
∗論文を提出後、井上玲先生からこのMGSは Bucher [B, Lemma 4.2]により得られていることを教わっ

た。
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表 1: それぞれの quiverにおいての、頂点の本数

Q0 Q(2) Q(3) Q(4) · · · Q(n− 3)

1 2 2 2 · · · 2

2 4 3 3 · · · 3

3 4 4 3 · · · 3

4 3 4 4 · · · 3

5 3 3 4 · · · 3
...

...
...

... · · ·
...

n− 2 3 3 3 · · · 4

n− 1 3 3 3 · · · 3

n 6 7 8 · · · n+1

k 2 3 4 · · · n− 3

k ∈ {2, · · · , n− 3}で、Q(k)での頂点における矢の本数は

頂点 1 2本

頂点 k, k + 1 4本

頂点 n k + 4本

その他の頂点 3本

(iii)次に n− 2でのmutationを考える。

まず n− 3でmutation後は左下図で n− 2でmutationするとの右下図のようになる。(図

は一部を抜粋して描いている。)

n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

µn−2−−−→ n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

以上より、n− 2でのmutation後のQ(n− 2)の頂点においての矢の本数は以下のように

なる。

頂点 1, n− 1 2本

頂点 n− 2 4本

頂点 2 n本

その他の頂点 3本
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(iv)次に n− 1でmutationすると右下図のようになる。

n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

µn−1−−−→ n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

(v)さらに nでmutationすると右下図のようになり、

n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

µn−→ n-3

(n-3)’

n-2

(n-2)’

n-1

(n-1)’

n

n’ (n-4)’1’

Q(n)の頂点においての矢の本数は、

頂点 1, n− 1 2本

頂点 n− 2 n+ 1本

頂点 n n本

その他の頂点 3本

(vi)そして、n− 2, n− 3, · · · , 2でのmutationを考える。

表 2: それぞれの quiverにおいての、頂点の本数

Q0 Q(n) Q(n+ 1) Q(n+ 2) · · · Q(2n− 4) Q(2n− 3)

1 2 2 2 · · · 2 3

2 3 3 3 · · · 5 5

3 3 3 3 · · · 6 5

4 3 3 3 · · · 3 3
...

...
...

... · · ·
...

...

n− 3 3 n n · · · 3 3

n− 2 n+ 1 n+ 1 3 · · · 3 3

n− 1 2 4 4 · · · 4 4

n n 3 3 · · · 3 3

(vii)最後に 1でmutationすると、

1

1’

2

2’

n-2

(n-3)’

n-1

(n-1)’(n-2)’ n’

n
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−−−−→ µ1

1

1’

2

2’

n-2

(n-3)’

n-1

(n-1)’(n-2)’ n’

n

よってm = (1 2 · · ·n n− 2 n− 3 · · · 1)はMGSで、境界条件は、

ψ = (1 n n− 2 n− 3 · · · 2)

となる。

定理 5.12の分配級数を定理 5.10のように表したかったが、一般の場合において s変数

を k変数で表すための計算が技術的に困難だった。しかしながら、分配級数の分子の qの

2次形式を表す行列について、次の予想が得られた。後の命題 5.14で示すように、n = 6

まではこの予想は正しい。

予想 5.13. 定理 5.12における分配級数の分子の指数の 2次形式は以下の (2n− 2)次正方

行列で表される。
1

4

(
B C

Ct D

)
ここで、

B =



2 −1
−1 2 −1 0

−1 2 −1
. . .

. . .
. . .

0 −1 2 −1
−1 2


,

C =



0 0 · · · 0 1 1

0 0 · · · 1 1 0
...

...
. . .

. . .
...

...

0 1 · · · 0 0 0

1 1 · · · 0 0 0

0 −1 · · · −1 −1 −1


, D =


2

2 1
1 . . .

2



ただし、行列B,C,Dはn−1正方行列で、CtはCの転置である。さらに、行列BはAn−1

型カルタン行列である。
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命題 5.14. n = 3, 4, 5, 6のとき予想 5.13は成り立つ。

(証明)

n = 4で、分配級数の分子の qの指数の 2次形式を確認すると、

m = (123421)で

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ1−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ2−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ3−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ4−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ2−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

µ1−→

1’

32

1 4

4’

3’2’

=

1’

34

2 1

4’

3’2’

よって、s変数は、

s1, s2, s3, s4, s
′
1s
′
2, s
′
3, s
′
4, s
′′
1, s
′′
2

境界条件は、

ψ = (142)

なので、s変数は、

s′′1 = s4, s
′′
2 = s1, s

′
3 = s3, s

′
4 = s2
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k変数は、

k1 = s1 + s′1 − s4

k2 = s2 + s′2 − s4

k3 = s3 + s′3 = 2s3

k4 = s4 + s′4 − s′2 = s4 + s2 − s′2

k5 = s′2 + s′′2 − s′1 − s′4 = s′2 + s1 − s′1 − s2

k6 = s1 + s′′1 − s′′2 = s′1 + s4 − s1

よって、

s1 =
1

2
(k1 + k4 + k5)

s2 =
1

2
(k2 + k4)

s3 =
1

2
k3

s4 =
1

2
(k4 + k5 + k6)

s′1 =
1

2
(k1 + k6)

s′2 =
1

2
(k2 + k5 + k6)

k∨変数は、

k∨1 = s1 + s′1 − s2 = k1 +
1

2
(k5 + k6)−

1

2
k2

k∨2 = s2 + s′2 − s′1 − s3 = k2 +
1

2
(k4 + k5)−

1

2
(k1 + k3)

k∨3 = s3 + s′3 − s′2 = k3 −
1

2
(k2 + k5 + k6)

k∨4 = s4 + s′4 = k4 +
1

2
(k2 + k5 + k6)

k∨5 = s′2 + s′′2 − s′3 = k5 +
1

2
(k1 + k2k4 + k6)−

1

2
k3

k∨6 = s′1 + s′′1 − s2 = k6 +
1

2
(k1 + k4 + k5)−

1

2
k3
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よって

1

2
(k1k

∨
1 + k2k

∨
2 + k3k

∨
3 + k4k

∨
4 + k5k

∨
5 + k6k

∨
6 )

=
1

2
(k21 +

1

2
(k1k5 + k1k6)−

1

2
k1k2

+ k22 +
1

2
(k2k4 + k2k5)−

1

2
(k1k2 + k2k3)

+ k23 −
1

2
(k2k3 + k3k5 + k3k6)

+ k24 +
1

2
(k2k4 + k4k5 + k4k6)

+ k25 +
1

2
(k1k5 + k2k5 + k4k5 + k5k6)−

1

2
k3k5

+ k26 +
1

2
(k1k6 + k4k6 + k5k6)−

1

2
k3k6)

=
1

2
(k21 + · · ·+ k26 − k1k2 + k1k5 + k1k6

− k2k3 + k2k4 + k2k5 − k3k5 − k3k6

+ k4k5 + k4k6 + k5k6)

よって分配級数の分子の qの指数の 2次形式は

1

4



2 −1 0 0 1 1

−1 2 −1 1 1 0

0 −1 2 0 −1 −1
0 1 0 2 1 1

1 1 −1 1 2 1

1 0 −1 1 1 2


同様にして n = 3での分配級数の分子の qの指数の 2次形式は

1

4


2 −1 1 1

−1 2 0 −1
1 0 2 1

1 −1 1 2


n = 6では、

1

4



2 −1 0 0 0 0 0 0 1 1

−1 2 −1 0 0 0 0 1 1 0

0 −1 2 −1 0 0 1 1 0 0

0 0 −1 2 −1 1 1 0 0 0

0 0 0 −1 2 0 −1 −1 −1 −1
0 0 0 1 0 2 1 1 1 1

0 0 1 1 −1 1 2 1 1 1

0 1 1 0 −1 1 1 2 1 1

1 1 0 0 −1 1 1 1 2 1

1 0 0 0 −1 1 1 1 1 2


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となる。 　

定理 5.12では、頂点 1, 2, · · · と順にmutationを行ったが、それ以外の順序でも n-cycle構

造をもつ quiverのMGSが求められないかを考え、複数の実験の結果、次の予想が得られ

た。実際、定理 5.12は予想 5.15の手順で得られる。

予想 5.15.

1 2 3 n

という quiver Q = (Q0, Q1) に関して、以下の手順で長さは 2n − 2 の maximal green

sequenceを得る。長さ 2n− 2は、この quiverにおいての最小の長さである。

1. n− 3回目のmutationで quiver内に

a b c

という 3-cycle構造を作る。(a, b, c ∈ Q0で、すべて green vertex)

2.

a b c

に対して 3-cycle procedureを行う。

3. n+ 2回目以降は green vertex で green mutationを行う。

このmaximal green sequenceの長さは 2n− 2であり、この quiverにおいての最小の長さ

である。つまり非縮退である。

命題 5.16. 予想 5.15において、n = 4, 5のとき最小のMGSの長さ 2n− 2が成り立つ。

(証明) green sequenceの長さを lで現わす。

n = 4のとき green sequenceは以下である。
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表 3: n = 4のときの green sequence

l =4 5 6

1234 2 1

1242 1 3

3 1

2

1243 2 1

1323 4 3

1324 1 3

3 1

1341 2 1

1342 1 3

3 1

1412 3 4

1413 2 4

4 1

2

1421 3 4

1423 1 4

4 1

1431 2 4

4 1

2

1432 1 4

4 1

1434 1 2

2 1

4

　この図は、l = 4のときの green sequenceの一覧表であり、l = 5のときは l = 4の値と

l = 5の値を組み合わせたものが green sequence、l = 6も同様にして読む。

l = 4, 5のときどれもmaximi green sequenceでない。

n = 5のときも同様にして最小性を調べることができる。
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表 4: n = 5のときの green sequence

l =5 6 7 8

12345 3 2 1

12353 2 1 4

4 1

3

4 2 1

3

3 2

12354 3 2 1

12434 5 4 2

12435 2 1 4

4 1

4 2 1

12452 1 3 2

3 1 2

2 1

4

12453 2 1 4

4 1

4 2 1

12521 3 4 5

4 3 5

5 2

3

12523 1 4 5

4 1 5

5 1

2

12524 1 3 5

5 2

3

3 1 5

5 1

2

5 1 2

3

2 1

3

3 1

2

5

12532 1 4 5

l =5 6 7 8

4 1 5

5 1

2

12534 2 1 5

5 1

2

5 2 1

12542 1 3 5

5 2

3

3 1 5

5 1

2

5 1 2

3

2 1

3

3 1

2

5

12543 2 1 5

5 1

2

5 2 1

12545 2 1 3

3 1

2

3 2 1

5

5 2

l =5 6 7 8

13234 5 2 3

13235 2 3 4

4 2

3

4 2 3

13243 5 2 3

13245 2 1 3

3 1

3 2 3

13252 1 3 2

4 2

3

3 1 4

4 1

3

4 1 2

3

2 1

3

3 1

2

13253 2 3 1

4

4 2

3

4 2 3

13254 2 1 3

3 1

3 2 3

13424 3 5 4

5 3 4

5 1

3

13425 1 4 3

4 1 3

3 1

13451 2 1 4

13452 1 4 3

4 1 3

3 1

13512 3 4 3

l =5 6 7 8

4 3 5

5 1

3

13514 2 3 5

5 1

3

5 1 2

2 1

5

13521 3 4 3

4 3 5

5 1

3

13523 1 4 3

4 1 3

3 1

5

13524 1 3 5

5 1

3

3 1 5

5 1

5 1 3

3 1

13541 2 3 5

5 1

3

5 1 2

2 1

5

13542 1 3 5

5 1

3

3 1 5

5 1

5 1 3

3 1

13545 1 2 1

2 1 5

5 1

3
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l =5 6 7 8

14234 5 4 2

14235 2 1 4

4 1

4 2 1

14252 1 3 2

3 1 2

2 1

4

14253 2 1 4

4 1

4 2 1

14323 4 5 4

5 3 1

4

4 3

14324 3 4 5

5 3

4

5 1 3

3 1

4

14325 1 3 4

4 3

3 1 4

4 1

4 1 3

3 1

4

14342 3 4 5

5 3

4

5 1 3

3 1

4

14345 1 2 1

2 1 3

3 1

4

14351 2 1 3

4

4 1

4 2 1

l =5 6 7 8

14352 1 3 4

4 3

3 1 4

4 1

4 1 3

3 1

4

14354 1 2 1

2 1 3

3 1

4

14512 3 5 1

14513 2 5 1

5 1 2

4

2 1

5

14521 3 5 1

14523 1 5 1

5 1 4

4 1

14531 2 5 1

5 1 2

4

2 1

5

14532 1 5 1

5 1 4

4 1

14535 1 2 1

4

4 2

2 1 4

5

4 1

5

5 1

4

4 1 2

2 1

5

l =5 6 7 8

15123 4 2 5

15124 2 3 2

5

5 1

3

3 2 5

15132 3 4 3

4 3 5

5 1

3

15134 2 3 5

5 1

3

5 1 2

2 1

5

15142 3 4 5

5 1

4

5 1 3

3 1

4

15143 2 4 5

5 1

4

4 2 4

5

5 1

2

5 1 2

4

2 1

4

4 1

2

5

15145 1 2 3

3 2

4

2 1 3

3 1

4

3 1 2

l =5 6 7 8

4

2 1

4

4 1

2

5

15213 4 2 5

15214 2 3 2

5

5 1

3

3 2 5

15231 4 2 5

15234 1 2 5

2 1 5

5 1

15241 2 3 2

5

5 1

3

3 2 5

15242 1 3 2

5

5 1

3

3 1 2

5

2 1

5

5 1

2

5 1 3

3 1

2

15243 1 2 5

2 1 5

5 1

15312 3 4 3

4 3 5

5 1

3

15314 2 3 5

5 1
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l =5 6 7 8

3

5 1 2

2 1

5

15321 3 4 3

4 3 5

5 1

3

15323 1 4 3

4 1 3

3 1

5

15324 1 3 5

5 1

3

3 1 5

5 1

5 1 3

3 1

15341 2 3 5

5 1

3

5 1 2

2 1

5

15342 1 3 5

5 1

3

3 5 1

1 5

5 1 3

3 1

15345 1 2 1

2 1 5

5 1

3

15412 3 4 5

5 1

4

5 1 3

3 1

4

15413 2 4 5

l =5 6 7 8

5 1

4

4 2 4

5

5 1

2

5 1 2

4

2 1

4

4 1

2

5

15415 1 2 3

3 2

4

2 1 3

3 1

4

3 1 2

4

2 1

4

4 1

2

5

15421 3 4 5

5 1

4

5 1 3

3 1

4

15423 1 4 5

5 1

4

4 1 5

5 1

5 1 4

4 1

5

15425 1 3 4

3 1 4

4 1

l =5 6 7 8

5

15431 2 4 5

5 1

4

4 2 4

5

5 1

2

5 1 2

4

2 1

4

4 1

2

15432 1 4 5

5 1

4

4 1 5

5 1

5 1 4

4 1

5

15434 1 2 4

5

5 1

2

2 1 4

5

4 1

5

5 1

4

5 1 2

2 1

5

15435 1 2 4

4 1

2

2 1 4

4 1

5

4 1 2

5

l =5 6 7 8

2 1

4

5

5 1

2

15451 2 3 4

3 2 4

4 1

2

15452 1 3 4

3 1 4

4 1

5

15453 1 2 4

4 1

2

2 1 4

4 1

5

4 1 2

5

2 1

4

5

5 1

2
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§5.4 n-cycleをもつA型アフィン quiverのある拡張に関するmaximal green

sequenceと分配級数

n-cycle構造をもつアフィンA型 quiverの矢 1→ 2に、さらにもう一本矢を加えた quiver

のMGSの 1つが次の定理で与えられる。

定理 5.17. n ≥ 3とする。quiver

1 2 3 n

において、mutation sequence

m = (1, n, n− 1, · · · , 3, 2, 4, 5, · · · , n, 1)

はMGSであり、このmに対して境界条件は以下のようになる。

ψ = (1 n n− 1 · · · 4 3)

(証明)

帰納法で証明する。

(1) n = 3のときm = (1, 3, 2, 1)で、mutationすると以下のようになる。

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

µ3−→

1

32

1’

2’ 3’

µ2−→

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

=

3

12

1’

2’ 3’

よって、m = (1, 3, 2, 1)で ψ = (1 3)

(2) n角形で考える。
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(i)まず 1でmutationすると、これは明らかに greenである。

2

1’

nn-11

2’ (n-2)’ n’
µ1−→

2

1’

nn-11

2’ (n-2)’ n’

(ii)次に n, n− 1, · · · , 4, 3までのmutationにおいて k ∈ {n, n− 1, · · · , 4}では

表 5: それぞれの quiverでの、頂点においての矢の本数
Q0 Q(2) Q(3) Q(4) · · · Q(n− 2) Q(n− 1)

1 2 2 2 · · · 2 2

n 6 3 3 · · · 3 3

n− 1 7 7 3 · · · 3 3

n− 2 3 8 8 · · · 3 3

n− 3 3 3 9 · · · 3 3
...

...
...

... · · ·
...

...

4 3 3 3 · · · n− 2 3

3 3 3 3 · · · n− 3 n− 3

2 5 5 5 · · · 5 3

k n n− 1 n− 2 · · · 5 4

頂点 1 2本

頂点 k n− k + 6本

頂点 k − 1 n− k + 7本

頂点 2 5本

その他の頂点 3本

次に 3でのmutationを考える。

まず 4でmutation後は左下図で 3でmutationするとの右下図のようになる。(一部抜粋)

3

2’

542

3’

1’ 4’n’

µ3−→ 3

2’

542

1’ 3’n’
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以上より、3でのmutation後の矢の本数は以下のようになる。

頂点 3 n+ 3本

頂点 k (n+ 2)− (1 + 1 + (n− 4 + 1)) + 1 = 4本

頂点 2 4− 1 = 3本

(iii)2でmutationすると、

3

2’

542

1’ 3’n’

µ2−→ 3

2’

542

1’ 3’n’

(iv)頂点 4, 5, · · · , n− 1, nまでのmutationを考える。一般に l ∈ {4, 5, · · · , n− 1}では

表 6: それぞれの quiverでの、頂点においての矢の本数
Q0 Q(n) Q(n+ 1) Q(n+ 2) Q(n+ 3) · · · Q(2n− 4)

2 3 4 4 4 · · · 4

3 n+ 1 n+ 2 n+ 1 n · · · 7

4 4 4 3 3 · · · 3

5 3 4 4 3 · · · 3
...

...
...

...
... · · ·

...

n− 1 3 3 3 3 · · · 4

n 3 3 3 3 · · · 4

1 2 2 2 2 · · · 2

頂点 2, l, l + 1 4本

頂点 3 n− l + 6本

頂点 1 2本

その他の頂点 3本

nでmutationすると、

3

2’

42

3’

n-2 n-1 n 1

(n-1)’ n’ 1’

(n-2)’(n-3)’

µn−→ 3

2’

42

3’

n-2 n-1 n 1

(n-1)’

n’ 1’

(n-2)’(n-3)’
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(v)1でmutationすると、

µ1−→
3

2’

42

3’

n 1

(n-1)’ n’1’

= 3

2’

42

3’

n 1

(n-2)’ n’1’

よって、m = (1 n n− 1 · · · 3 2 4 5 · · ·n 1)はMGSで ψ = (1 n n− 1 · · · 4 3)

定理 5.17の分配級数を定理 5.10のように表したかったが、非常に複雑で一般化するの

が難しかった。しかしながら、定理 5.12のときと同様に、以下のように分配級数の分子の

qの指数の 2次形式を行列で表したときの形についての予想が得られた。さらに先の予想

5.13と予想 5.18の間にも関係がある。

予想 5.18. 定理 5.17における分配級数の分子の qの指数の 2次形式は (2n− 2)正方行列

1

4

(
D C ′

C ′t B

)

で表される。ここで、

C ′ =



−2 0 · · · 0 0 1

−2 0 · · · 0 1 1

−2 0 · · · 1 1 0
...

... . .
.

. .
. ...

...

−2 1 · · · 0 0 0

−1 1 · · · 0 0 0


命題 5.19. n = 3, 4, 5のとき、予想 5.18は成り立つ。

(証明)

n = 3のとき、m = (1 3 2 1)で quiverは以下のようになる。

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

µ3−→

1

32

1’

2’ 3’
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µ2−→

1

32

1’

2’ 3’

µ1−→

1

32

1’

2’ 3’

=

3

12

1’

2’ 3’

よって、ψ = (1 3)。また、S変数は

s1, s2, s3, s
′
1, s
′
2, s
′
3, s
′′
1

で、境界条件 ψ = (1 3)より、

s′3 = s1, s
′′
1 = s3, s

′
2 = s2

を満たすことが要請される。

k変数は、

k1 = s1 + s′1 − s3

k2 = s3 + s′3 − s′1 = s3 + s1 − s′1

k3 = s2 + s′2 = 2s2

k4 = s′1 + s′′1 − s′3 = s′1 + s3 − s1

により与えられる。この連立方程式を解くと、

s1 =
1

2
(k1 + k2), s2 =

1

2
k3

s3 =
1

2
(k2 + k4), s′1 =

1

2
(k1 + k4)

さらに k∨変数は、

k∨1 = s1 + s′1 − 2s2 = k1 +
1

2
(k2 + k4)− k3

k∨2 = s3 + s′3 − s2 = s3 + s1 − s2 = k2 +
1

2
(k1 + k4)−

1

2
k3

k∨3 = s2 + s′2 − s′1 − s′3 = 2s2 − s′1 − s1 = k3 −
1

2
(k2 + k4)− k1

k∨4 = s′1 + s′′1 − s2 = s′1 + s3 − s2 = k4 +
1

2
(k1 + k2)−

1

2
k3
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よって分配級数の分子の qの指数の 2次形式は

1

2
(k1k

∨
1 + k2k

∨
2 + k3k

∨
3 + k4k

∨
4 ) =

1

2
((k21 +

1

2
(k1k2 + k1k4)− k1k3)

+ (k22 +
1

2
(k1k2 + k2k4)−

1

2
k2k3)

+ (k23 −
1

2
(k2k3 + k3k4)− k1k3)

+ (k24 +
1

2
(k1k4 + k2k4)−

1

2
k3k4))

=
1

4
(2k21 + 2k22 + 2k23 + 2k24 + 2k1k2 − 4k1k3

+ 2k1k4 − 2k2k3 + 2k2k4 − 2k3k4)

よって以下の対称行列が得られる。

1

4


2 1 −2 1

1 2 −1 1

−2 −1 2 −1
1 1 −1 2



n = 4のときも同様である。

n = 5のとき、m = (15432451)でmutationすると、

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ1−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ5−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ4−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ3−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ2−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4
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µ4−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ5−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

µ1−→

1

3

2

1’

2’

3’

5’
5

4’

4

=

3

4

2

1’

2’

3’

5’
1

4’

5

よって、s変数は、

s1, s2, s3, s4, s5, s
′
1, s
′
2, s
′
3, s
′
4, s
′
5, s
′′
1, s
′′
4, s
′′
5

境界条件は、

ψ = (3 1 5 4)

k変数は、

k1 = s1 + s′1 − s5

k2 = s5 + s′5 − s′1 − s4

k3 = s4 + s′4 − s′5 − s3

k4 = s3 + s′3 − s′4 = s3 + s1 − s′4

k5 = s2 + s′2 = 2s2

k6 = s′4 + s′′4 − s′3 = s′4 + s3 − s1

k7 = s′5 + s′′5 − s′3 = s′5 + s4 − s1

k8 = s′1 + s′′1 − s′3 = s′1 + s5 − s1
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よって、

s1 =
1

2
(k1 + k2 + k3 + k4)

s2 =
1

2
k5

s3 =
1

2
(k4 + k6)

s4 =
1

2
(k3 + k4 + k7)

s5 =
1

2
(k2 + k3 + k4 + k8)

s′1 =
1

2
(k1 + k8)

s′4 =
1

2
(k1 + k2 + k3 + k6)

s′5 =
1

2
(k1 + k2 + k7)

また、k∨変数は、

k∨1 = s1 + s′1 − 2s2 = k1 +
1

2
(k2 + k3 + k4 + k8)− k5

k∨2 = s5 + s′5 − 2s2 = k2 +
1

2
(k1 + k3 + k4 + k7 + k8)− k5

k∨3 = s4 + s′4 − 2s2 = k3 +
1

2
(k1 + k2 + k4 + k6 + k8)− k5

k∨4 = s3 + s′3 − s2 = k4 +
1

2
(k1 + k2 + k3 + k6)−

1

2
k5

k∨5 = s2 + s′2 − s′3 − s′4 = k5 − (k1 + k2 + k3)−
1

2
(k4 + k6)

k∨6 = s′4 + s′′4 − s′2 − s′5 = k6 +
1

2
(k3 + k4)−

1

2
(k5 + k7)

k∨7 = s′5 + s′′5 − s′′4 − s′1 = k7 +
1

2
(k2 + k3)−

1

2
(k6 + k8)

k∨8 = s′1 + s′′1 − s′′5 = k8 +
1

2
(k1 + k2)−

1

2
k7
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よって分配級数の分子の qの指数の 2次形式は

1

2
(k1k

∨
1 + k2k

∨
2 + k3k

∨
3 + k4k

∨
4 + k5k

∨
5 + k6k

∨
6 + k7k

∨
7 + k8k

∨
8 )

=
1

2
(k21 +

1

2
(k1k2 + k1k3 + k1k4 + k1k8)− k1k5

+ k22 +
1

2
(k1k2 + k2k3 + k2k4 + k2k7 + k2k8)− k2k5

+ k23 +
1

2
(k1k3 + k2k3 + k3k4 + k3k6 + k3k7)− k3k5

+ k24 +
1

2
(k1k4 + k2k4 + k3k4 + k4k6)−

1

2
k4k5

+ k25 −
1

2
(k1k5 + k2k5 + k3k5)−

1

2
(k4k5 + k5k6)

+ k26 +
1

2
(k3k6 + k4k6)−

1

2
(k5k6 + k6k7)

+ k27 +
1

2
(k2k7 + k3k7)−

1

2
(k6k7 + k7k8)

+ k26 +
1

2
(k1k8 + k2k8)−

1

2
k7k8)

=
1

2
(k21 + · · ·+ k28

+ k1k2 + k1k3 + k1k4 − 2k1k5 + k1k8

+ k2k3 + k2k4 − 2k2k5 + k2k7 + k2k8

+ k3k4 − 2k3k5 + k3k6 + k3k7

− k4k5 + k4k6 − k5k6 − k6k7 − k7k8)

よって以下の対称行列が得られる。

1

4



2 1 1 1 −2 0 0 1

1 2 1 1 −2 0 1 1

1 1 2 1 −2 1 1 0

1 1 1 2 −1 1 0 0

−2 −2 −2 −1 2 −1 0 0

0 0 1 1 −1 2 −1 0

0 1 1 0 0 −1 2 −1
1 1 0 0 0 0 −1 2


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§5.5 アフィンA4型 quiverのある拡張に関する分配級数から得られた行列に関
する考察

定理 5.17での quiverで n = 4の場合を考える。

1

32

4

このとき、mutationによって得られる分配級数に関する行列に関して次の命題が成り立つ。

命題 5.20.

1

32

4

において、mutation sequence

m = (143241)
(13)−−→m = (341243)

m = (134231)
(13)−−→m = (314213)

m = (134231)
(13)−−→m = (431234)

で、1と 3を入れ替える変換が存在する。さらに分配級数の分子の qの 2次形式を行列で

表すと、それらの行列間では

(16)(25)(34)

という変換が存在する。

(証明)

mutation sequenceが存在するかは、Keller [K4]によって調べることができる。それぞれ
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のmutation sequenceから得られる分配級数の分子の qの 2次形式を行列で表したものは

以下の 6つである。

m = (143241)→



2 1 1 −2 0 1

1 2 1 −2 1 1

1 1 2 −1 1 0

−2 −2 −1 2 −1 0

0 1 1 −1 2 −1
1 1 0 0 −1 −2



m = (134231)→



2 0 1 −2 −2 1

0 2 −1 1 1 −1
1 −1 2 −1 −2 1

−2 1 −1 2 1 −1
−2 1 −2 1 2 0

1 −1 1 −1 0 2



m = (413214)→



2 −1 0 0 1 1

−1 2 1 −2 1 0

0 1 2 −1 1 1

0 −2 −1 2 −1 −1
1 1 1 −1 2 1

1 0 1 −1 1 2



m = (341243)→



2 −1 0 0 1 1

−1 2 −1 1 1 0

0 −1 2 −1 −2 −2
0 1 −1 2 1 1

1 1 −2 1 2 1

1 0 −2 1 1 2



m = (431234)→



2 1 −1 1 0 1

1 2 −1 1 1 1

−1 −1 2 −1 −1 0

1 1 −1 2 1 0

0 1 −1 1 2 −1
1 1 0 0 −1 2



m = (314213)→



2 0 −1 1 −1 1

0 2 1 −2 1 −2
−1 1 2 −1 1 −2
1 −2 −1 2 −1 1

−1 1 1 −1 2 0

1 −2 −2 1 0 2


となり、mutation sequenceの間で、

m = (143241)
(13)−−→m = (341243)
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m = (134231)
(13)−−→m = (314213)

m = (134231)
(13)−−→m = (431234)

1と 3を入れ替える変換が存在する。さらにそれらの行列間では

(16)(25)(34)

という変換が存在する。

他にも n = 5, 6, · · · でも同様の変換が存在するか、さらに一般の場合においても変換が

存在するかを確認することが今後の課題である。
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