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教師が真の教師のまわりをまわる場合のオンライン学習
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あらまし オンライン学習において，教師と生徒の構造や出力特性の相違，雑音の影響などにより汎化誤差がゼロに

ならないモデルでは，学習機械が真の教師のまわりを動き続ける場合がある．この動き続ける学習機械を教師とする

ような新たな生徒を考えこの生徒が真の教師に対してどれほどの汎化能力を持つことができるかを解析した．真の教

師，動く教師，生徒のいずれもが雑音の重畳された線形なパーセプトロンであるモデルについて，統計力学的手法に

より汎化誤差を解析的に求めた結果，生徒が真の教師の入出力ではなく，動く教師の入出力だけを例題として使用す

るにもかかわらず，真の教師と動く教師の汎化誤差よりも真の教師と生徒の汎化誤差の方が小さくなりうることが明

らかになった．

キーワード オンライン学習，汎化誤差，動く教師，真の教師，学習不能な場合
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�� ま え が き

学習とは観測データを用いてその背後にあるデータの生成過

程を推定することである．教師つき学習においては観測データ

は教師の入出力であり，これは例題とも呼ばれる．学習はバッ

チ学習とオンライン学習 ���に大別できる．バッチ学習におい

ては与えられたいくつかの例題を繰り返し使用する．この場合，

生徒が適切な自由度を持っていればすべての例題に正しく答え

られるようになるが，それまでに長い時間が必要である．また，

多くの例題を蓄えておくメモリが必要である．これに対してオ

ンライン学習では一度使った例題は捨ててしまう．この場合，

過去に使った例題に対して生徒が必ず正しく答えられるとは限

らないが，多くの例題を蓄えておくためのメモリが不要であり，

また時間的に変化する教師にも追随できるなどの利点がある．

これまでに我々はオンライン学習の枠組みで，特にアンサン

ブル学習 ���～��� の汎化能力について統計力学的手法を用いた



解析を行ってきた ���～����．その過程で副次的に以下のことが

明らかになった．生徒が単純パーセプトロンであるのに対し，

教師がコミティマシンであったり，あるいは教師の出力特性が

非単調であるような場合には汎化誤差がゼロにならない ����～

����．よってこのようなモデルを学習不能な場合 ��	�
 ����と呼

ぶことができるが，このときの生徒のふるまいは学習則によっ

て異なる．すなわち，ヘブ学習を用いる場合は生徒は一方向に

収束する．これに対し，パーセプトロン学習やアダトロン学習

を用いる場合には生徒は一方向に収束せず，動き続ける．教師

の出力特性が非単調な場合に限定して表現すると，生徒は教師

と一定の方向余弦を保ったまま教師のまわりを動き続ける．

現実の問題には学習不能な場合も多いと考えられることから，

統計的学習理論の応用を考えた場合，学習不能な場合の系のふ

るまいを調べることはきわめて重要である．また，上で述べた

ように，学習不能な場合には学習機械が真の教師のまわりを動

き続ける場合がある．さて，ここでこの動き続ける学習機械を

教師とするような新たな生徒を考えることにする．すなわち，

この動き続ける教師の入出力を例題として学習を行う生徒を考

え（ここで生徒が学習に用いる例題は動き続ける教師の入出力

だけであり，生徒は直接には真の教師の入出力を観測できない

ことに注意する），この生徒が真の教師に対してどれほどの汎

化能力を持つことができるかを考えることにする．現実の人間

社会においても，生徒が入出力を観測できる教師は必ずしも正

しい解答を示すとは限らず，また，教師自身も学習しており，

変わり続ける存在である場合が多いことから，このようなモデ

ルの解析は統計的学習理論と現実社会とのアナロジーを考える

上でも興味深い．

今回，教師が真の教師のまわりを動き続けるもっとも単純な

モデルとして，真の教師，動く教師，生徒のいずれもが雑音の

重畳された線形なパーセプトロン ���である場合を考え，オン

ライン学習の枠組みで統計力学的手法を用いることによりいく

つかの巨視的変数や汎化誤差を解析的に求めた．その結果，上

に述べたように生徒が真の教師の入出力ではなく，動く教師の

入出力だけを例題として使用するにもかかわらず，真の教師と

動く教師の汎化誤差よりも真の教師と生徒の汎化誤差の方が小

さくなりうること，すなわち，動く教師よりも生徒の方が賢く

なりうることが明らかになった．

�� モ デ ル

本論文では真の教師，動く教師，生徒の三個の線形パーセプ

トロンを考え，それぞれの結合荷重を ������ とする．なお，

本論文では簡単のため真の教師の結合荷重，動く教師の結合

荷重，生徒の結合荷重のことをそれぞれ単に真の教師，動く教

師，生徒と呼ぶことにする．真の教師 �� � 
 ���� � � � � ��� �，動

く教師� � 
��� � � � � �� �，生徒 � � 
��� � � � � �� �および入力

� � 
��� � � � � ��� は � 次元ベクトルであり，真の教師 �� の

各要素 ��� は平均 �，分散 �のガウス分布にしたがい独立に生

成され，不変であるとする．��� の初期値 �
���� の各要素

��
� � �

�
� は平均 �，分散 �のガウス分布にしたがい独立に生成さ

れるものとする．また，�の各要素 ��は平均 �，分散 ��� の

ガウス分布にしたがい独立に生成されるものとする．すなわち，
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ここで，���は平均を表す．
本論文では，� � �の熱力学的極限を考えることにする．

このとき，
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となる．動く教師の大きさ ���，生徒の大きさ �� �は一般には時
間の経過とともに変化するが，初期値

�
� に対する比を ��� ��

とし，これらをそれぞれ動く教師の長さ，生徒の長さと呼ぶこ

とにする．すなわち，��� � ��
�
�，�� � � ��

�
� である．

真の教師の出力 ��，動く教師の出力 ���，生徒の出力 	�� は

それぞれ以下の通りであり，このとき，��，�，	は平均 �，分

散 �のガウス分布にしたがう確率変数となる．
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本研究で扱うモデルにおいては，動く教師 �は入力 � とそ

れに対する真の教師 �� の出力を用いて結合荷重の更新を行う．

また，生徒 � は入力 � とそれに対する動く教師�の出力を用

いて結合荷重の更新を行う．真の教師の出力 ��，動く教師の出

力 ���，生徒の出力 	�� にはそれぞれ分散 
��� � 

�
�� 


�
� の互い

に独立なガウス雑音が重畳されるものとする．すなわち，本研

究で扱うモデルの学習は以下のように表せる．
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ここで，�は時刻ステップ，� 
�� 
��は平均 �，分散 
� のガ

ウス分布を表す．

いま，真の教師と動く教師の誤差 ��を両者の出力の二乗誤差

で定義する．すなわち，
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また，教師は学習に勾配法を用いるものとする．すなわち，
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ここで，�� は動く教師の学習係数であり定数とする．

同様に，動く教師と生徒の誤差 �を両者の出力の二乗誤差で



定義する．すなわち，
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生徒も学習に勾配法を用いるものとする．すなわち，
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ここで，�� は生徒の学習係数であり定数とする．

よって，式 
��，
���において
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また，真の教師と生徒の誤差 ��も両者の二乗誤差で定義して

おく．すなわち，
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�� 理 論

�� � 汎 化 誤 差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差を理論的に求める

ことである．汎化誤差は未知の入力に関する誤差の平均である

から，真の教師に対する動く教師の汎化誤差 ���，動く教師に対

する生徒の汎化誤差 ��，真の教師に対する生徒の汎化誤差 ���

はそれぞれ以下のように計算される．なお，以後は時刻ステッ

プを表す添字�は簡単のために省略する．
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ここで積分の実行には，��
�
	が平均 �，分散 �のガウス分

布に従うこと，真の教師と動く教師，真の教師と生徒，動く教

師と生徒の方向余弦をそれぞれ
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とすると，��と �の共分散が ��，�と 	の共分散が �，�� と 	

の共分散が �� であること，および，� ��，��，�� はいずれも

他の確率変数とは独立であることを利用した．真の教師 ��，動

く教師 �，生徒 � および ��� ����の関係を図 �に示す．

図 � 真の教師 ��，動く教師 �，生徒 �． ��� ����は方向余弦である．

�� � 巨視的変数の微分方程式とその解

解析を容易にするため，以下の補助的な巨視的変数を導入

する．
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今回，式 
		��
	�� のダイナミクスを記述する連立微分方程

式 ����
 ����を熱力学的極限における自己平均性に基づき以下の

ような決定論的な形で導出した ���．
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本論文では線形なパーセプトロンを考えているので，これら

の連立微分方程式に現れるサンプル平均は以下のように容易に

計算することができる．
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本論文では真の教師 ��，動く教師 � の初期値 �
�，生徒 �

の初期値 �
� の各要素は平均 �，分散 �のガウス分布にしたが

い独立に生成され，また，� ��の熱力学的極限を考えてい
るので，初期状態においてこれらはすべて直交しており，

��� � ��� � �� � � 
���

である．また，

��� � ��� � � 
�	�

である．式 
�	��
�	�を用いて連立微分方程式 
	���
���は以

下のように解析的に解ける．
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ここで，
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である．

�� 結果と議論

式 
���，
���，
	�� ，
		��
	�� ，
����
���を用いて理論的

に計算される三個の汎化誤差 ���� �� � ��� のダイナミクスを計算機

シミュレーションの結果と重ねて図 �，図 	に示す．計算機シ

ミュレーションは � � ���で実行し，汎化誤差は各時点で ���

個のランダム入力に対する誤差の平均を計算することにより計

算した．また，このときの ����� ��� �� � �� を図 �，図 �に示す．
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これらの図において曲線は理論計算の結果を，���� ���� ■
などの印は計算機シミュレーションの結果を表す．また，�� 以

外の条件は共通で �� � ���� 
��� � ���� 
�� � ��	� 
�� � ��� で

ある．図 �と図 � は �� � ���の場合の結果であり，図 	と図



�は �� � ��	の場合の結果である．これらを見ると以下のこと

がわかる．

図 �より，生徒の学習係数が �� � ���と比較的大きい場合

には，真の教師と生徒の汎化誤差 ��� は真の教師と動く教師の

汎化誤差 ��� よりも常に大きくなっていることがわかる．また，

動く教師と生徒の汎化誤差 �� は ��� よりもさらに大きい．図 �

より，このとき真の教師と生徒の方向余弦 ��は真の教師と動く

教師の方向余弦 ��よりも常に小さいことがわかる．
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これに対して，図 	より，生徒の学習係数が �� � ��	と比

較的小さい場合，学習の初期においては �� � ���の場合と同

様に真の教師と生徒の汎化誤差 ��� は真の教師と動く教師の汎

化誤差 ��� よりも大きいが � � ���でその大小関係が逆転し，そ

れ以後は ��� が ��� よりも小さくなっている．すなわち，動く教

師よりも生徒の方が性能が高くなっている．図 �より，このと

き，学習の初期においては真の教師と生徒の方向余弦 ��は真の

教師と動く教師の方向余弦 ��よりも小さいが，� � ���でその

大小関係が逆転し，それ以後は ��が ��よりも大きくなってい

る．すなわち，生徒は動く教師の入出力しか見ていないにもか

かわらず，動く教師よりも真の教師の方向に近づいていること

になる．

図 	と図 �で大小関係が逆転する時刻にずれがあるのは，本

研究では線形パーセプトロンを対象とし，誤差として二乗誤差

を用いているので，汎化誤差は式 
���，
���，
	��に示すよう

に，方向余弦 ����� ��だけではなく長さ ��� �� にも依存するた

めである．

いずれにせよ，学習係数の値によっては，動く教師よりも生

徒の方が高性能になりうることを示しており，この結果は非常

に興味深い．

また，図 �，図 � のいずれにおいても，動く教師と生徒の方

向余弦�が学習の初期にわずかながらいったん負になっている．

すなわち，動く教師と生徒のなす角度が初期状態よりもいった

ん大きくなる．これは，学習開始時に生徒がいったん“置いて

行かれる”ことを表しており，興味深い現象である．

図 �～図 �を見ると，汎化誤差や �� �は � � ��でほぼ定常値

に達しているように見えるが，今回巨視的変数が解析的に得ら

れているのでこれらの ���におけるふるまいについては理論
的な洞察が可能である．すなわち，式 
����
��� の指数関数の

べきの符号に着目することにより � � �� � �でなければ ���
��

は発散し，� � �� � �でなければ ��
��� は発散することがわか

る．� � �� � �� � �の場合については，式 
����
���において

� � � とすることにより汎化誤差や �
�の定常値は容易に得

られる．このようにして得られた生徒の学習係数 �� と汎化誤

差
�
�の定常値の関係を図 �，図 �，図 �に示す．�� 以外の条

件は図 �～図 � と同様 �� � ���� 
��� � ���� 
�� � ��	� 
�� � ���

である．また，計算機シミュレーションでは十分定常に達した

と判断される � � ��の値をプロットしている．
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これらの図から以下のことがわかる．生徒の学習係数 �� が

����よりも大きいときには真の教師と生徒の定常汎化誤差は真

の教師と動く教師の定常汎化誤差よりも大きいが，�� が ����

より小さくなるとその大小関係は逆転する．すなわち，�� が

����より小さい場合には動く教師よりも生徒の方が高性能にな

る．定常 �と定常 �については �� � ����で定常汎化誤差と同
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様に大小関係の逆転が起こる．また，�� � �で �� は �に，�

は ��に， ��は �にそれぞれ漸近する．すなわち，�� � �で生

徒 � は真の教師 �� に方向，長さともに一致する．なお，この

ときに図 �において真の教師と生徒の汎化誤差 ��� がゼロになっ

ていないのは両者に独立な雑音が重畳されているからである．

また，図 �～図 �から �� � �で ��，�が �になり，��，��，���

が発散する相転移現象が起こることが確認される．

�� む す び

真の教師，動く教師，生徒のいずれもが雑音の重畳された線

形なパーセプトロンである場合を考え，統計力学的手法により

汎化誤差を解析的に求めた結果，生徒が真の教師の入出力では

なく，動く教師の入出力だけを例題として使用するにもかかわ

らず，真の教師と動く教師の汎化誤差よりも真の教師と生徒の

汎化誤差の方が小さくなりうるという興味深い結果が明らかに

なった．
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