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あらまし アンサンブル学習の大きな特徴として，多数決などで生徒を組み合わせることにより，単一の生徒では表

現できない入出力関係を実現できることがあげられる．その意味で，教師が生徒一個のモデル空間内にないような場

合のアンサンブル学習の解析は非常に興味深い．そこで本論文では，教師がコミティマシンであり生徒が単純パーセ

プトロンである場合のアンサンブル学習を統計力学的なオンライン学習の枠組みで議論する．メトロポリス法により

汎化誤差を計算した結果，ヘブ学習ではすべての生徒は教師中間層の中央に漸近すること，パーセプトロン学習では

生徒の多様性が消滅せず，そのためにアンサンブルの効果が残ること，アダトロン学習では一種の過学習が起こるこ

となど，学習則毎の顕著な特徴が明らかになった．

キーワード アンサンブル学習，オンライン学習，コミティマシン，汎化誤差
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�� ま え が き

精度の低いルールや学習機械（以後は生徒と呼ぶ）を複数組

み合わせることにより精度の高い予測や分類を行おうとする

ことは一般にアンサンブル学習と呼ばれ，近年注目されてい

る ���～���．アンサンブル学習の汎化能力を統計力学的手法に

よって理論的に解析する研究もさかんに行われている ���～���．

著者らは ���� ���において教師が単純パーセプトロンで生徒が

� 個の単純パーセプトロンであるようなアンサンブル学習を，

オンライン学習の枠組みで議論した．すなわち，まず � 個の

生徒が多数決で統合出力を決定する場合の汎化誤差が教師と生

徒の類似度と生徒間の類似度という二つの巨視的変数で計算で

きることを示した．次に，一般の学習則について，これらの巨

視的変数のダイナミクスを記述する微分方程式を導出した．さ



らに，よく知られているヘブ学習，パーセプトロン学習，アダ

トロン学習の三つの学習則 ���～���� について，この微分方程式

を具体的に導出し，それらを解いた結果を用いて汎化誤差を数

値的に求めた．その結果，こらら三つの学習則が「生徒の多様

性維持」というアンサンブル学習との相性という点でそれぞれ

異なった性質を有しており，アダトロン学習が，アンサンブル

学習との相性という点で最も優れているという興味深い事実が

明らかになった．

一方，	
��
� ���������� ���������は教師が一個の非単調

パーセプトロンであり生徒が一個の単純パーセプトロンである

場合について解析した ����� ����．彼らが扱ったモデルは，教師

が生徒のモデル空間内にない場合ということができる．

アンサンブル学習の大きな特徴として，多数決などで生徒を

組み合わせることにより，単一の生徒では表現できない入出力

関係を実現できることがあげられる ���．その意味で，教師が生

徒一個のモデル空間内にないような場合のアンサンブル学習の

解析は非常に興味深い．そこで本論文では，教師がコミティマ

シンであり，生徒が単純パーセプトロンの集団であるようなア

ンサンブル学習についてオンライン学習の枠組みで議論する．

その結果，ヘブ学習ではすべての生徒は教師中間層の中央に漸

近すること，パーセプトロン学習では生徒の多様性が消滅せず，

そのためにアンサンブルの効果が残ること，アダトロン学習で

は一種の過学習が起こることなど，学習則毎の顕著な特徴が明

らかになる．

�� モ デ ル

本論文で対象とする生徒は，符号関数を出力関数とす

るパーセプトロンである．� 個の生徒からなるアンサン

ブルを考え，各生徒の結合荷重を ������ � � � ��� とする．
�� � ����� � � � � ��� �� � � �� �� � � � � �と入力 � � ���� � � � � ���
は � 次元ベクトルであり，�の各要素 ��は平均 �，分散 ���

のガウス分布に従う独立な確率変数であるとする．また，��

の初期値 �
�
� の各要素 ���� は平均 �，分散 �のガウス分布にし

たがい独立に生成されるものとする．すなわち，
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ここで，���は平均を表す．各生徒の出力は ��
���	��� ��
���	���
� � �� ��
��� 	�� である．ここで，
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である．� は転置を表す．	� は生徒 �� の長さであり，これは

本論文で扱う巨視的変数のひとつであるが詳しくは後で述べる．

また，�� を各生徒の規格化内部状態と呼ぶことにする．

教師機械は中間層ユニット数� のコミティマシンであると

する．各中間層ユニットは符号関数を出力関数とするパーセプ

トロンである．入力層から各中間層への結合荷重 �� は � 次

元ベクトルであり，その各要素 
��は平均 �，分散 �のガウス

分布にしたがい独立に生成され，不変であるとする．すなわち，
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教師出力ユニットは中間層ユニット出力の単純多数決をとる．

すなわち教師の出力は
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�� を教師中間層の内部状態と呼ぶことにする．なお，簡単の

ため以後は生徒の結合荷重，教師中間層の結合荷重のことをそ

れぞれ単に生徒，教師中間層と呼ぶことにする．また，教師出

力ユニットのことを単に教師と呼ぶことにする．

本論文では，� � �の熱力学的極限を考えることにする．
このとき，
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となる．生徒の大きさ ���� は一般には時間の経過とともに変
化するが，

�
� に対する比を 	� とし，これを生徒 �� の長さと

呼ぶことにする．すなわち，���� � 	�
�
� である．	� は本論

文で扱う巨視的変数のひとつである．

教師と個々の生徒には共通の入力 � が同じ順序で与えられ

る．個々の生徒は入力 �に対する教師の出力と自分の出力を比

べ，教師と同じ出力を出す確率が上がるように，必要に応じて

自分の結合荷重を修正していく．この手続きを学習と呼ぶ．修

正の方法は学習則と呼ばれ，ヘブ学習，パーセプトロン学習，

アダトロン学習がよく知られている ���～����．自分自身に関す

る情報以外に生徒が修正のために使える情報は，入力 �とそれ

に対する教師の出力 �だけであるから，学習は一般に以下のよ

うに表せる．
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ここで，�は時刻ステップを表す．

�� 理 論

�� � 汎 化 誤 差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 �� を理論的に求

めることである．本論文では，� 個の非線形単純パーセプトロ

ンが単純多数決でアンサンブルとしての出力を決定するものと

する．このとき，誤差 �として，
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を用いることにする．ここで， ���は以下のようなステップ関
数である．
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汎化誤差 �� は式 ���を入力 � の確率分布 ����で平均した

ものと定義する．すなわち，汎化誤差 �� は新たな入力 � に対

するアンサンブルの出力が教師の出力と異なる確率と言うこと



もできる．誤差 �は，教師中間層の内部状態 �と生徒の規格化

内部状態 ��を用いて，� � �����	� ���	� と書くことができる
ので，汎化誤差 �� も ��，�� の確率分布 �����	� ���	�を用
いて，
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と書ける．��と ��は入力�とそれとは無関係な結合荷重��，

�� で書けるので �����	� ���	�は平均 �の多重ガウス分布で

ある．ここで，�� と �� は平均 � 分散 �のガウス分布にした

がうので，�����	� ���	�の共分散行列�の対角要素は �であ

る．次に，この行列の非対角要素を求めるために，結合荷重間

の方向余弦を議論する．まず，教師中間層��と生徒 �� の方

向余弦として ��� を定義する．すなわち，
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教師中間層 �� と生徒 �� に相関がなければ ��� � �で

あり，両者の方向が同じであれば ��� � �であるから，以後

は ��� のことを教師中間層と生徒の類似度と呼ぶことにする．

��� は本研究で扱う二番目の巨視的変数である．

また，生徒 �� と生徒 ��� の方向余弦として ���� を定義す

る．すなわち，
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ここで，� �� ��である．

生徒 �� と生徒 ��� に相関がなければ ���� � �であり，両者

の方向が同じであれば ���� � �であるから，以後は ���� のこ

とを生徒間の類似度と呼ぶことにする．���� は本研究で扱う三

番目の巨視的変数である．

教師中間層�� の内部状態 �� と生徒 �� の規格化内部状態

�� の共分散は教師中間層 �� と生徒 �� の類似度 �� に等し

い．また，生徒 �� の規格化内部状態 �� と生徒 ��� の規格化

内部状態 ��� の共分散は生徒間の類似度 ���� に等しい．よっ

て，式 ���，式 ����より汎化誤差 �� は ��� と ���� を用いて

以下のように書ける．ここで � は � �� の単位行列である．
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�� � 巨視的変数の微分方程式

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 �� を理論的に求

めることである．また，式 ����，���� より，汎化誤差 ��は ��

と ���� がすべてわかれば計算できる．本論文では，入力，教

師中間層，生徒の大きさを式 ��� のように設定しているので，

� が大きい極限では入力の影響は入力に関する平均（サンプル

平均）で置き換えることができる．この考え方を統計物理の分

野では自己平均性と呼ぶ．自己平均性に基づく一般の学習則の

	�，��，���� に関する微分方程式は先行研究において以下のよ

うに導出されている ���～���．ここで �は時刻ステップ �を次

元 � で正規化した時刻 � � ��� である．
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ここで，���はサンプル平均を表す．すなわち，
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である．ここで，� � ��

���
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�
である．また

�� � ������	� ���，�� � ������	� ��� ����は式 ����$����に

おいてそれぞれ � � �，� � �とした多重ガウス関数である．

�� 結 果

本論文では生徒 �� の初期値 �
�
�，教師中間層 �� の各要素

は平均 �，分散 �のガウス分布にしたがい独立に生成され，ま



た，� ��の熱力学的極限を考えているので，初期状態にお
いてこれらはすべて直交しており，

��
�� � �� ����� � � ����

である．式 ����と生徒の対称性より，式 ����において，

������� � ������� � ������� � ������� ����

が成り立つ．また，式 ����と生徒の対称性より，式 ����$����

の巨視的変数 	�� ���� ���� から添え字�� �� ��を落としてそれ

ぞれを 	� �� �と書くことにする．

ヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習はそれぞれ

以下の式で更新を行う学習則である．

���� �� � �� ����
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���� �� � �� ����� � ����

それぞれの学習則について式 ����$���� を数値的に解いて

��� のダイナミクスを求めた．その際，式 ����$���� 中の各サ

ンプル平均は ������	� ���，������	� ��� ���� を求める際の

�
��の逆行列計算を不要にするために積分変数を直交化したう

えで式 ����$���� の数値積分をメトロポリス法により実行する

ことにより求めた．その際，モンテカルロステップ数は ��� と

した．

得られた �� � を使って式 ����の数値積分を実行することに

より汎化誤差 �� のダイナミクスを求めた．数値積分は式 ����

の逆行列計算を不要にするために積分変数を直交化したうえで

メトロポリス法を用いて実行した．その際モンテカルロステッ

プ数は ��� とした．結果を図 �，�，�に示す．また，計算機シ

ミュレーションの結果を図 �，�，�に示す．計算機シミュレー

ションにおいては � � ����とし，各時点で ��� 個のランダム

入力によりテストを行うことにより汎化誤差を計算した．
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�� 議 論

図 �$�より，いずれの学習則においてもダイナミクスのある
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期間においては �が大きいほど �� が小さいことがわかる．す

なわち，教師機械がコミティマシンの場合でもアンサンブル学

習の効果がある．

図 �は定常値に達した汎化誤差の値（残留汎化誤差）を示す．

残留汎化誤差はヘブ学習で最も小さく，アダトロン学習で最も

大きいことがわかる．さらに，図 �$� より，パーセプトロン学

習ではヘブ学習やアダトロン学習と異なり，残留汎化誤差が生

徒数�に依存することがわかる．すなわち，パーセプトロン学

習ではアンサンブルの効果が消滅せずに残る．図 �$�� は �と

� のダイナミクスを示す．これらを見ると，ヘブ学習とアダト

ロン学習における �の定常値が �であるのに対し，パーセプト

ロン学習における � の定常値は �よりも小さいことがわかる．

すなわち，パーセプトロン学習では生徒の多様性が消滅せずに

残る．そのためにパーセプトロン学習では図 �，図 �，図 �の

ようにアンサンブルの効果が消滅せずに残るものと考えられる．
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図 �$�� より，ヘブ学習ではパーセプトロン学習やアダトロ

ン学習よりも � の立ち上がりが速いことがわかる．すなわち，

ヘブ学習では生徒の多様性が急速に失われる．図 �からわかる

ようにヘブ学習では �による汎化誤差の違いが小さい，すなわ
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ちアンサンブルの効果が小さいが，これは生徒の多様性が急速

に失われるからであると言える．また，ヘブ学習の �が漸近す

る値は � 個の教師中間層の平均方向に対応している．すなわ

ち，ヘブ学習ではすべての生徒は教師中間層の中央に漸近する．

図 �を見るとアダトロン学習では汎化誤差がいったん最小値

をとり，その後少し増大して定常値に漸近することがわかる．

すなわち，アダトロン学習では一種の過学習が起こる．これは

ヘブ学習やパーセプトロン学習では見られない現象であり興

味深い．汎化誤差が最小値をとる時刻は � が大きいほど早い．

本研究で考えているモデルでは教師が生徒単体のモデル空間内

にないが，汎化誤差が最小になるときに生徒アンサンブルの学

習モデルが教師モデルにもっとも近くなっていると言える．ま

た，図 ��をよく見るとアダトロン学習では �に関してもいっ

たん最大値をとった後，少し減少して定常値に漸近することが

わかる．このことに対応して図 � においては生徒数 � が �の

場合でも �� がいったん最小値をとる現象が見られる．すなわ

ち，アダトロン学習の過学習は生徒が一個の場合でも起こって

いる．さらに，図 ��の � のダイナミクスからわかるように学

習の初期においては生徒の多様性が残っているので生徒数が多

いほど過学習のようすが顕著になる．

�� む す び

教師がコミティマシンであり，生徒が単純パーセプトロンの

集団であるようなアンサンブル学習についてオンライン学習の

枠組みで議論した．その結果，ヘブ学習ではすべての生徒は教

師中間層の中央に漸近すること，パーセプトロン学習では生徒

の多様性が消滅せず，そのためにアンサンブルの効果が残るこ

と，アダトロン学習では一種の過学習が起こることなど，学習

則毎の顕著な特徴が明らかになった．
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