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あらまし 符号関数を出力関数とする� 個の非線形単純パーセプトロンによるアンサンブル学習を，オンライン学習

の枠組みで議論する．まず，一般の学習則について，生徒間の類似度 �のダイナミクスを記述する微分方程式を導出

する．次に，よく知られているヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習の三つの学習則について，この微分

方程式を具体的に導出し，それらを数値的に解く．さらに，各生徒の出力の多数決により統合出力を決定する場合の

汎化誤差 �� を数値的に求める．その結果，これら三つの学習則は「生徒の多様性維持」というアンサンブル学習との

相性においてそれぞれ異なった性質を有しており，その観点でアダトロン学習がもっとも優れているという興味深い

事実が明らかになる．

キーワード アンサンブル学習，オンライン学習，非線形パーセプトロン，パーセプトロン学習，ヘブ学習，アダト

ロン学習，汎化誤差
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�� ま え が き

精度の低いルールや学習機械（以後は生徒と呼ぶ）を多数組

み合わせることにより精度の高い予測や分類を行おうとする

ことは一般にアンサンブル学習と呼ばれ，近年注目されてい

る ���～���．アンサンブル学習の汎化能力を統計力学的手法に

よって理論的に解析する研究もさかんに行われている ���～���．

原と岡田は，生徒が線形パーセプトロンである場合について

理論的な解析を行った ���．彼らは，生徒が線形な場合には，各

生徒の結合荷重の平均を結合荷重とする線形パーセプトロンの

出力と各生徒の出力の平均が一致することに着目し，統計力学

的手法を用いて解析を行い，生徒の数 � が大きい極限におけ

る汎化誤差は � � �のときの ��	 であり，� を増やしていく

とその値に ��� で収束していくことを明らかにした．

一方，符号関数を出力関数とするような非線形パーセプトロ

ンの学習則としてはヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロ

ン学習がよく知られている �
�．��
��と �
�����は，学習過程

でノイズが混入する場合について，非線形パーセプトロンによ

るアンサンブル学習をバッチ学習の枠組みで解析した ���．その

結果，生徒の数 � が大きい極限では学習セットのサイズを最

適に選ぶことにより汎化能力を最適化できること，�が有限の

場合には，特に学習過程でノイズが混入する場合に各生徒に学

習サンプルを分割して学習させることにより汎化能力を改善で

きることを示した．��������� ���は，符号関数を出力関数とす

る非線形パーセプトロンによるアンサンブル学習を，生徒の数

� が大きい極限についてオンライン学習の枠組みで解析した．

彼は，ヘブ学習とパーセプトロン学習の両方を特殊ケースとし

て含むような一般化された学習則（彼はこれを，パーセプトロ

ン学習のソフトバージョン，と呼んだ）を考え，汎化誤差の観

点から議論を行った．その結果，通常はアンサンブルは単一生

徒よりも優れた性能を有するが，パーセプトロン学習のソフト

バージョンの枠組み内で最適化された学習則の場合には，アン

サンブルのメリットはないことを示し，アンサンブル学習の限

界に関する一考察を行った．

���������の研究は，非線形パーセプトロンのアンサンブル

学習をオンライン学習の枠組みで議論した研究であるが，上述

のように生徒の数�が大きい極限のみを扱っている．また，代

表的な学習則であるヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロ

ン学習の三つの学習則をアンサンブル学習に適用した場合の違

いはたいへん興味深い課題であるが，この点に着目した解析は

これまで行われていない．

そこで本研究では，これらの先行研究をふまえて，符号関数

を出力関数とするような � 個の非線形パーセプトロンによる

アンサンブル学習を，オンライン学習の枠組みで，かつ，有限

の �で議論する．まず，一般の学習則について，生徒間の類似

度 � のダイナミクスを記述する微分方程式を導出する．次に，

よく知られているヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン

学習の三つの学習則 �
�について，この微分方程式を具体的に

導出し，それらを数値的に解く．さらに，� 個の生徒が多数決

で統合出力を決定する場合の汎化誤差 �� を � を用いて求める

式を示し，その値を数値的に求める．その結果，これら三つの

学習則は「生徒の多様性維持」というアンサンブル学習との相

性という点でそれぞれ異なった性質を有しており，汎化誤差の

漸近特性の点で最も優れている �
�ことが知られているアダト

ロン学習が，アンサンブル学習との相性という点でも最も優れ

ているという興味深い事実が明らかになる．

�� モ デ ル

本研究で対象とする生徒は，符号関数を出力関数とするパーセ

プトロンである．�個の生徒からなるアンサンブルを考え，各生

徒の結合荷重を ������ � � � ��� とする．��と入力�は� 次元

ベクトルであり，�の各要素は平均 �，分散 ��� のガウス分布に

従う独立な確率変数であるとする．また，��の初期値 ��� の各

要素は平均 �，分散 �のガウス分布にしたがい独立に生成される

ものとする．各生徒の出力は ��������� ��������� � � � � ������ ��
である．ここで，
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である．�は生徒の長さであり，これは本研究で扱うモデルの

巨視的変数のひとつであるが詳しくは後で述べる．また，��を

各生徒の規格化内部状態と呼ぶことにする．

教師機械も符号関数を出力関数とするパーセプトロンである

とし，その結合荷重を �とする．本研究では �は不変とする．

ここで，生徒の初期値同様に教師�は � 次元ベクトルであり，

�の各要素は平均 �，分散 �のガウス分布にしたがい独立に生

成されるものとする．教師の出力は ������である．ここで，

� � � � �� � �

である．�を教師の内部状態と呼ぶことにする．

いま，� ��の熱力学的極限を考えると，

��� � �� ��� �
�
�� ����� �

�
�� ���

となる．生徒の大きさ ���� は一般には時間の経過とともに変
化するが，

�
� に対する比を �とし，これを生徒の長さと呼ぶ

ことにする．すなわち，

���� � �
�
� ���

である．�は本研究で扱う巨視的変数のひとつである．

教師と個々の生徒には共通の入力 � が同じ順序で与えられ

る．個々の生徒は入力 �に対する教師の出力と自分の出力を比

べ，教師と同じ出力を出す確率が上がるように，必要に応じて

自分の結合荷重を修正していく．この手続きを学習と呼ぶ．修

正の方法は学習則と呼ばれ，ヘブ学習，パーセプトロン学習，

アダトロン学習などがよく知られている �
�．自分自身に関する

情報以外に生徒が修正のために使える情報は，入力 �とそれに

対する教師の出力 ������だけであるから，学習は一般に以下

のように表せる．
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ここで，
は時刻ステップを表す．

�� 理 論

�� � 教師と生徒の類似度 �と生徒間の類似度 �

本研究はオンライン学習の枠組みで議論を行う．オンライン

学習では，入力 �が与えられると，生徒は学習則 ���にした

がって直ちに結合荷重 �� を修正する．学習に用いた入力 �は

破棄され，以降の修正では用いられない．この場合，教師 �，

各生徒 ��は新たな入力パターン �とは独立になる．このこと

から，簡単な計算より教師の内部状態 �，各生徒の規格化内部

状態 �� は平均 �，分散 �のガウス分布に従うことがわかる．

本研究における一番目の巨視的変数は，前節で述べたように

生徒の長さ �である．ここでは二番目の巨視的変数として，以

下の式で定義される教師と生徒の類似度 �を導入する．

� �
� � �
����� � � �!�

教師�と生徒 � に相関がないとき � � �であり，両者の方

向が同じときには � � �である．簡単な計算より教師の内部状

態 �と生徒の規格化内部状態 �� の共分散が �であることがわ

かる．

本研究ではアンサンブル学習を考えるので，三番目の巨視的

変数として以下の式で定義される生徒間の類似度 �を導入する．

� �
�� � ��
������� � � �"�

ここで，� �� �である．生徒 �� と生徒 �� に相関がないとき

� � �であり，両者の方向が同じときには � � �である．簡単

な計算より生徒 ��，生徒 �� の規格化内部状態 ��，�� の共

分散が �であることがわかる．

すでに述べたように，本研究では教師 �，生徒 � の初期値

は独立な確率変数であるとし，さらに � ��の熱力学的極限
を考えるので，学習の更新式の対称性から，すべての時刻にお

いて，すべての生徒に関して �は等しく，生徒 �，�のすべて

の組み合わせ（ただし � �� �）に関して �は等しい．よって以

後も �，�に生徒識別の添字は付けない．

学習が進むにつれ，�と �は �から �に近づいていく．この

とき，�と �は全く無関係な値をとるわけではない．たとえば，

���のときに ���とはなり得ないことは �と �の意味合い

を考えても明らかである．このように �と � は相互に何らか

の拘束関係にあるのであるが，�と比較して �が小さいほど生

徒の多様性が維持されていることになるわけだから，アンサン

ブル学習の効果が大きいと言える．すなわち，アンサンブル学

習においては �と �の関係が本質的である．すでに，線形パー

セプトロンについては，この関係が非常に明快な形で定量的に

明らかにされている ���ので，以下では非線形パーセプトロン

について三つの学習則に関する �と � の関係を解析的に調べ

ることにする．

�� � 一般の学習則の場合

一般の学習則の �，�に関する微分方程式はすでに求められ

ており，以下の通りである �
�．
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ここで，���はサンプル平均を表す．
次に，一般の学習則の �に関する微分方程式を導出する．い

ま，生徒 �� と生徒 �� を考える．本研究では，入力，教師，

生徒の大きさを式 ��� のように設定しているので，� が大き

い極限では入力の影響は入力に関する平均（サンプル平均）で

置き換えることができる．この考え方を統計物理の分野では

自己平均性と呼ぶ．この自己平均性を仮定し，���� � � � ��，

���� � � � ��，��� � ��とおくと式 ���，�"� より以下の式

が得られる．
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式 ���� を式 ��	� に代入し，さらに，生徒の対称性より

������ � ������ であることを考慮すると，� に関する微
分方程式が以下のように得られる．
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��
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	������� � ������
�

�
������ � �����

��
� �� �

ここで，������は異なる生徒の � と �の積のサンプル平均，

������は異なる生徒の � と � の積のサンプル平均，����は同
一の生徒の � と �の積のサンプル平均を表す．

�� � 汎 化 誤 差

� 個の非線形単純パーセプトロンを統合しアンサンブルとし

ての出力を決定するための方法として，ここでは多数決を考え

ることにする．このときの汎化誤差 �� は以下のように計算さ

れる．
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ここで，�は � の分散共分散行列で �� � ��行 �� � ��列の

正方行列である．

このように，� と � がわかれば汎化誤差 �� が計算できる．

よって，次節では代表的な三つの学習則について式 ����，����，

�� � を計算するために必要な五つのサンプル平均 ����，����，
����，������，������ を具体的に計算する．

�� ダイナミクス

�� � ヘブ 学 習

ヘブ学習は以下の式で更新を行う学習則である．

�  �
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ヘブ学習の ����，���� ，����はすでに求められており，以
下の通りである �
�．

���� � 	��
	�

� ���� �
�

	

�
� ���� � �� ��!�

以下では新たに ������と ������を導出する．式 ��
�は �

に依存しない形なので，ヘブ学習においては �� � �� � � であ

る．よって，

������ � ���������� � ���� � 	��
	�

� ��"�

������ � ����������� � �� �	��

式 ����，����，�� �，��!�(�	�� を数値的に解いて得られた

� と � のダイナミクスに関する理論計算の結果と計算機実験

�� � ����の比較を図 �に示す．理論と計算機実験の結果はほ

とんど重なっており，今回導いた理論が計算機実験の結果をよ

く説明することがわかる．また，ヘブ学習においては，� の立

ち上がりが �の立ち上がりよりも速いことがわかる．すなわ

ち，ヘブ学習においては �と比較して �が大きい．このこと

は，ヘブ学習においては生徒の多様性が急速に失われることを

表している．
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図 � �と � のダイナミクス（ヘブ学習）

�� � パーセプトロン学習

パーセプトロン学習は以下の式で更新を行う学習則である．

��������� �� � # ��� ������� ������ �	��

ここで，#���は以下のようなステップ関数である．
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パーセプトロン学習の ����，����，����はすでに求められ
ており，以下の通りである �
�．
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以下では新たに ������と ������を導出する．�と � の定

義より，確率変数 ��，��，�は以下のガウス分布に従う．ここ

で � は転置を表す．
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これを用いてガウス積分を解析的に実行することにより，

������と ������を以下のように導出することができる．なお，
すでに述べたように，式 �� �の導出においては，生徒の対称性

より ������ � ������ が成り立つことを用いているので，こ
こでも ������ を求める必要はなく，������ を求めれば十分で
ある．
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ここで，
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であり，����と ��の定義は以下の通りである．
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図 � �と � のダイナミクス（パーセプトロン学習）

式 ����，����，�� �，�	 �，�	��，�	"� ，� 	�を数値的に解

いて得られた �と � のダイナミクスに関する理論計算の結果

と計算機実験 �� � ����の比較を図 	に示す．理論と計算機実

験の結果はほとんど重なっており，今回導いた理論が計算機実

験の結果をよく説明することがわかる．また，パーセプトロン

学習ではヘブ学習と異なり，学習の初期（� 
 �）においては �

� � �



の方が �よりも小さいことがわかる．すなわち，パーセプトロ

ン学習ではヘブ学習よりも生徒の多様性が維持されていると言

える．

�� � アダトロン学習

アダトロン学習は以下の式で更新を行う学習則である．

��������� �� � ��#��� ������� � ��

アダトロン学習の ����，���� ，����はすでに求められてお
り，以下の通りである �
�．
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以下では新たに ������と ������を導出する．確率変数 ��，

��，�は式 �	��，�	��に従う．これを用いてガウス積分を解析

的に実行することにより ������と ������を以下のように導出
することができる．
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ここで，�，����，��の定義は式 �  �，� ��である．

式 ����，����，�� �，� 
�，� !�，���� ，����を数値的に解

いて得られた �と � のダイナミクスに関する理論計算の結果

と計算機実験 �� � ����の比較を図  に示す．理論と計算機実

験の結果はほとんど重なっており，今回導いた理論が計算機実

験の結果をよく説明することがわかる．また，アダトロン学習

においてはヘブ学習やパーセプトロン学習よりも �と比較し

た �が小さいことがわかる．すなわち，三つの学習則で生徒の

多様性がもっとも維持されるのはアダトロン学習である．
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図 � �と � のダイナミクス（アダトロン学習）

�� 議 論

前節では，三つの学習則について �と � のダイナミクスを

理論的に導いた．図 �，図 	，図  より，三つの学習則のうち，

�と比較して �がもっとも小さい学習則はアダトロン学習であ

ることがわかる．すでに述べたように，アンサンブル学習にお

いては �と �の関係が本質的である．そこで，両者の関係をよ

り明確にするため，�と �を軸に取って描き直したグラフを図

�に示す．この図を見ると，アダトロン学習の特性がもっとも

下になっている．すなわち，�と比較して �が最も小さい学習

則はアダトロン学習であることが明確になった．言い換えるな

らば，� の立ち上がりが最も遅く，生徒の多様性が長時間維持

される学習則はアダトロン学習である．よってこの段階で，ア

ンサンブル学習を行うメリットがもっとも大きい学習則はアダ

トロン学習であることが期待される．
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図 � �と � の関係（理論）

この予想を確認するため，前節までで得られた各学習則の �，

� の値と式 ����～式 ����から � �  における汎化誤差 �� を

数値的に求め，計算機実験の結果と比較するとともに，三つの

学習則を比較した．結果を図 �～図 
に示す．理論計算におけ

る数値積分にはニュートン・コーツの �点公式を用いた．また，

計算機実験においては � � ���とし，各時点で ��� 個のランダ

ム入力によるテストにより汎化誤差 �� を計算した．なお，各図

においてはアンサンブル学習の効果を明らかにするための比較

対象として � � �の場合の理論計算結果もプロットしている．

これら三つの図より，まず，今回理論計算により求めた汎化

誤差が計算機実験の結果をよく説明することがわかる．また，

� を �から  にすることにより汎化誤差が最も大きく改善さ

れる学習則はアダトロン学習であることがわかる．すなわち，

� � �
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図 � 汎化誤差（ヘブ学習，� � �）
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図 � 汎化誤差（パーセプトロン学習，� � �）
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図 � 汎化誤差（アダトロン学習，� � �）

図 �の �と �の関係から予想されたとおり，アンサンブルの効

果が最も大きいのはアダトロン学習である．もともとアダトロ

ン学習は三つの学習則の中でもっとも高速な漸近特性を示す �
�

という長所を持つが，学習の初期段階では遅い（� 
 � 程度で

は他の二つより汎化誤差が大きい）という短所も持つ．今回，

アダトロン学習が「生徒の多様性維持」という点でアンサンブ

ル学習との相性の良さを有することが明らかにされ，学習初期

段階での短所もアンサンブル学習と組み合わせることにより大

きく改善できることが明らかになった．

ここまでは生徒の長さ �の初期値を �とした場合について述

べてきたが，アダトロン学習で �の初期値を変化させた場合の

理論計算結果を図 !，図 "に示す．図 ! より，� 初期値を小さ

くすると �と比較した �が大きくなることがわかる．また，式

����，� !�よりアダトロン学習では � � ���は不動点であるが，

図 !より，このときちょうど � � �となることがわかる．図 "

より，� 初期値が小さいほど学習初期段階の汎化誤差が改善さ

れることがわかる．この理由は � 初期値が小さいと相対的に更

新量が大きくなるためであると理解することができる．ところ

が，上で述べたように �初期値を小さくすると �と比較した �

が大きくなるので，アンサンブル学習の効果は小さくなってし

まう．図 " からも �初期値が小さいと漸近的な汎化誤差は大き

くなってしまうことがわかる．逆に言うと，� 初期値を大きく

することにより汎化誤差の漸近特性を改善できる可能性がある．
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図 	 � 初期値による �� � の変化（アダトロン学習，理論）
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図 
 �初期値による汎化誤差の変化（アダトロン学習，� � �，理論）

�� む す び

符号関数を出力関数とする � 個の単純パーセプトロンによ

るアンサンブル学習をオンライン学習の枠組みで，かつ，有限

の � で議論した．その結果，ヘブ学習，パーセプトロン学習，

アダトロン学習の三つの学習則は「生徒の多様性維持」という

アンサンブル学習との相性においてそれぞれ異なった性質を有

しており，アダトロン学習がもっとも優れているという興味深

い事実が明らかになった．また，アダトロン学習において，生

徒の長さ �の初期値が学習のダイナミクスに与える影響につい

て興味深い結果が得られたので，これを解析することが今後の

課題である．
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