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オンライン学習理論における非線形パーセプトロンの
アンサンブル学習の解析

Analysis of ensemble learning using nonlinear perceptrons

based on on-line learning theory
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Abstract: We discuss the ensemble learning using K nonlinear simple perceptrons of which
an output function is the sign function based on the on-line learning in the finite K case.
First, we derive a macroscopic differential equation describing a dynamics of correlation q

between the student weight vectors in a general learning algorithm. Second, we apply the
equation to the three well-known learning rules, that is the Hebb rule, the Perceptron rule
and the AdaTron rule, and solve those numerically. Third, we obtain the generalization
error of these ensemble machines using a majority vote of students. As a result, we show
that the correlation between the student weight vectors in the AdaTron rule evolves most
slowly, and that the AdaTron rule is the most superior among the three learning rules in
the framework of the ensemble learning.

Keyword: ensemble learning, on-line learning, nonlinear perceptron, Perceptron rule,
Hebb rule, AdaTron rule, generalization error

1 まえがき
精度の低いルールや学習機械（以後は生徒と呼ぶ）を

多数組み合わせることにより精度の高い予測や分類を行
おうとすることは一般にアンサンブル学習と呼ばれ，近
年注目されている [1, 2, 3, 4, 5, 6]．アンサンブル学習
の汎化能力を統計力学的手法によって理論的に解析する
研究もさかんに行われている [4, 5, 6]．
原と岡田は，生徒が線形パーセプトロンである場合に

ついて理論的な解析を行った [4]．一方，符号関数を出
力関数とするような非線形パーセプトロンの学習則とし
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てはヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習が
よく知られている [7, 8, 9, 10]．Urbanczik[6]は，符号
関数を出力関数とする非線形パーセプトロンによるアン
サンブル学習をオンライン学習の枠組みで解析したが，
生徒の数Kが大きい極限のみを扱っている．また，代
表的な学習則であるヘブ学習，パーセプトロン学習，ア
ダトロン学習の三つの学習則をアンサンブル学習に適用
した場合の違いはたいへん興味深い課題であるが，この
点に着目した解析はこれまで行われていない．
そこで本論文では，これらの先行研究をふまえて，符
号関数を出力関数とするようなK 個の非線形パーセプ
トロンによるアンサンブル学習を，オンライン学習の枠
組みで，かつ，有限のKで議論する．まず，K 個の生
徒が多数決で統合出力を決定する場合の汎化誤差が教
師と生徒の類似度と生徒間の類似度という二つの巨視的
変数で計算できることを示す．次に，一般の学習則につ
いて，これらの巨視的変数のダイナミクスを記述する微
分方程式を導出する．さらに，よく知られているヘブ学
習，パーセプトロン学習，アダトロン学習の三つの学習
則 [7]について，この微分方程式を具体的に導出し，そ
れらを解いた結果を用いて汎化誤差を数値的に求める．
その結果，これら三つの学習則は「生徒の多様性維持」
というアンサンブル学習との相性という点でそれぞれ異



なった性質を有しており，汎化誤差の漸近特性の点で最
も優れている [7]ことが知られているアダトロン学習が，
アンサンブル学習との相性という点でも最も優れている
という興味深い事実が明らかになる．

2 モデル
本論文で対象とする生徒は，符号関数を出力関数と

するパーセプトロンである．K 個の生徒からなるアン
サンブルを考え，各生徒の結合荷重を J1, J2, · · · , JK

とする．Jk = (Jk1, · · · , JkN ), k = 1, 2, · · · , K と入力
x = (x1, · · · , xN ) は N 次元ベクトルであり，xの各要
素 xiは平均 0，分散 1/N のガウス分布に従う独立な確
率変数であるとする．また，Jk の初期値 J0

k の各要素
J0

kiは平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に生
成されるものとする．すなわち，

〈xi〉 = 0,
〈
(xi)2

〉
=

1
N

,
〈
J0

ki

〉
= 0,

〈
(J0

ki)
2
〉

= 1. (1)

ここで，〈·〉は平均を表す．各生徒の出力は sgn(u1l1),
sgn(u2l2), · · ·, sgn(uK lK) である．ここで，

sgn(ul) =

{
+1, ul ≥ 0,

−1, ul < 0,
(2)

uklk = Jk · x, (3)

である．lk については後で述べる．また，ukを各生徒
の規格化内部状態と呼ぶことにする．
教師機械も符号関数を出力関数とするパーセプトロン

であるとし，その結合荷重を Bとする．本論文では B

は不変とする．ここで，生徒の初期値同様に教師B =
(B1, · · · , BN )はN 次元ベクトルであり，Bの各要素Bi

は平均 0，分散 1のガウス分布にしたがい独立に生成さ
れるものとする．すなわち，〈Bi〉 = 0,

〈
(Bi)2

〉
= 1 で

ある．教師の出力は sgn(v)である．ここで，v = B · x
である．vを教師の内部状態と呼ぶことにする．
本論文では，N → ∞の熱力学的極限を考えることに

する．このとき，

|x| = 1, |B| =
√

N, |J0
k| =

√
N, (4)

となる．生徒の大きさ |Jk| は一般には時間の経過とと
もに変化するが，

√
Nに対する比を lkとし，これを生徒

Jkの長さと呼ぶことにする．すなわち，|Jk| = lk
√

N

である．lkは本論文で扱う巨視的変数のひとつである．
教師と個々の生徒には共通の入力 x が同じ順序で与

えられる．個々の生徒は入力xに対する教師の出力と自
分の出力を比べ，教師と同じ出力を出す確率が上がるよ
うに，必要に応じて自分の結合荷重を修正していく．こ
の手続きを学習と呼ぶ．修正の方法は学習則と呼ばれ，
ヘブ学習，パーセプトロン学習，アダトロン学習がよく
知られている [7, 8, 9, 10]．自分自身に関する情報以外

に生徒が修正のために使える情報は，入力 xとそれに
対する教師の出力 sgn(v)だけであるから，学習は一般
に以下のように表せる．ここで，mは時刻ステップを
表す．

Jm+1
k = Jm

k + f(sgn(vm), um
k )xm. (5)

3 理論
3.1 汎化誤差

統計的学習理論の目的のひとつは汎化誤差 εg を理論
的に求めることである．本論文では，K 個の非線形単
純パーセプトロンが単純多数決でアンサンブルとしての
出力を決定するものとする．このとき，誤差 εとして，

ε = Θ

(
−sgn (B · x)

K∑
k=1

sgn (Jk · x)

)
(6)

を用いることにする．ここで，Θ(·)は以下のようなス
テップ関数である．

Θ(z) =

{
+1, z ≥ 0,

0, z < 0.
(7)

汎化誤差 εgは式 (6)を入力 xの確率分布 p(x)で平均
したものと定義する．すなわち，汎化誤差 εgは新たな入
力 x に対するアンサンブルの出力が教師の出力と異な
る確率と言うこともできる．誤差 εは，教師の内部状態
vと生徒の規格化内部状態 ukを用いて，ε = ε({uk}, v)
と書くことができるので，汎化誤差 εg も uk，vの確率
分布 p({uk}, v)を用いて，

εg =
∫

dxp(x)ε =
∫ K∏

k=1

dukdvp({uk}, v)ε, (8)

と書ける．vと ukは入力 xとそれとは無関係な変数B，
Jk で書けるので，p({uk}, v)は平均 0の多重ガウス分
布である．ここで，ukと vは平均 0分散 1のガウス分
布にしたがうので，p({uk}, v)の共分散行列Σの対角要
素は 1である．次に，この行列の非対角要素を求めるた
めに，結合荷重間の方向余弦を議論する．まず，教師B

と生徒 Jk の方向余弦として Rkを定義する．すなわち，

Rk ≡ B · Jk

|B||Jk| =
1

lkN

N∑
i=1

BiJki. (9)

教師Bと生徒 Jkに相関がなければ Rk = 0であり，
両者の方向が同じであれば Rk = 1であるから，以後は
Rk のことを教師と生徒の類似度と呼ぶことにする．Rk

は本研究で扱う二番目の巨視的変数である．
また，生徒 Jkと生徒 Jk′ の方向余弦として qkk′を定

義する．すなわち，

qkk′ ≡ Jk · Jk′

|Jk||Jk′ | =
1

lklk′N

N∑
i=1

JkiJk′i, (10)



ここで，k �= k′である．
生徒Jkと生徒Jk′に相関がなければ qkk′ = 0であり，

両者の方向が同じであれば qkk′ = 1であるから，以後
は qkk′ のことを生徒間の類似度と呼ぶことにする．qkk′

は本研究で扱う三番目の巨視的変数である．
教師B の内部状態 vと生徒 Jkの規格化内部状態 uk

の共分散は教師B と生徒 Jkの類似度Rkに等しい．ま
た，生徒 Jkの規格化内部状態 ukと生徒 Jk′ の規格化
内部状態 uk′ の共分散は生徒間の類似度 qkk′ に等しい．
よって，式 (6)，式 (8)より汎化誤差 εgは Rkと qkk′ を
用いて以下のように書ける．

εg =

∫ K∏
k=1

dukdvp({uk}, v)Θ

(
−sgn(v)

K∑
k=1

sgn(uk)

)
,

(11)

p({uk}, v) =
1

(2π)
K+1

2 |Σ| 12

× exp

(
− ({uk}, v)Σ−1({uk}, v)T

2

)
,(12)

Σ =




1 q12 . . . q1K R1

q21 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . qK−1,K

...
qK1 . . . qK,K−1 1 RK

R1 . . . . . . RK 1


 . (13)

3.2 巨視的変数の微分方程式

式 (11)–(13) より，汎化誤差 εg は教師と生徒の類似
度Rkと生徒間の類似度 qkk′がすべてわかれば計算でき
る．よってここではこれらの巨視的変数のダイナミクス
を記述する微分方程式について議論する．
本論文では，入力，教師，生徒の大きさを式 (4)のよ
うに設定しているので，N が大きい極限では入力の影
響は入力に関する平均（サンプル平均）で置き換えるこ
とができる．この考え方を統計物理の分野では自己平均
性と呼ぶ．自己平均性に基づく一般の学習則の lk，Rk

に関する微分方程式はすでに求められており，以下の通
りである [7]．

dlk
dt

= 〈fkuk〉 +

〈
f2

k

〉
2lk

, (14)

dRk

dt
=

〈fkv〉 − 〈fkuk〉Rk

lk
− Rk

2l2k

〈
f2

k

〉
. (15)

ここで，〈·〉はサンプル平均を表す．すなわち，

〈fkuk〉 =
∫

dukdvp2(uk, v)f(sgn(v), uk)uk,(16)

〈fkv〉 =
∫

dukdvp2(uk, v)f(sgn(v), uk)v, (17)

〈
f2

k

〉
=

∫
dudvp2(uk, v) (f(sgn(v), uk))2 ,(18)

p2(uk, v) =
1

2π|Σ2| 12
exp

(
− (uk, v)Σ−1

2 (uk, v)T

2

)
,(19)

Σ2 =

(
1 Rk

Rk 1

)
. (20)

次に，一般の学習則の qkk′ に関する微分方程式を導
出する．いま，生徒 Jkと生徒 Jk′ を考える．lmk → lk，
lm+1
k → lk + dlk，qm

kk′ → qkk′，qm+1
kk′ → qkk′ + dqkk′，

1/N → dtとおき，自己平均性を仮定すると式 (5)，(10)，
(14)より qに関する微分方程式が以下のように得られる．

dqkk′

dt
=

〈fk′uk〉 − qkk′ 〈fk′uk′〉
lk′

+
〈fkuk′〉 − qkk′ 〈fkuk〉

lk

+
〈fkfk′〉
lklk′

− qkk′

2

(〈
f2

k

〉
l2k

+

〈
f2

k′
〉

l2
k′

)
. (21)

ここで，

〈fkuk′〉=
∫

dukduk′dvp3(uk,uk′ ,v)f(sgn(v),uk)uk′ ,(22)

〈fk′uk〉=
∫

dukduk′dvp3(uk,uk′ ,v)f(sgn(v),uk′ )uk,(23)

〈fkfk′〉=
∫

dukduk′dvp3(uk,uk′ ,v)

×f (sgn(v),uk)f(sgn(v),uk′ ), (24)

p3(uk,uk′ ,v) =
1

(2π)
3
2 |Σ3| 12

× exp
(
− (uk,uk′ ,v)Σ−1

3 (uk,uk′ ,v)T

2

)
,(25)

Σ3 =


 1 qkk′ Rk

qk′k 1 Rk′

Rk Rk′ 1


 . (26)

4 ダイナミクス
4.1 計算の条件

学習が進むにつれ，教師と生徒の類似度 Rkと生徒間
の類似度 qkk′は 0から 1に近づいていく．このとき，Rk

と qkk′ は相互に何らかの拘束関係にあるのであるが，Rk

と比較して qkk′ が小さいほど生徒の多様性が維持され
ていることになるわけだから，アンサンブル学習の効果
が大きいと言える．逆に，qkk′ = 1になってしまえば生
徒 Jk と生徒 Jk′ の出力は同一であるのでこれらを組み
合わせる意味はない．このように，アンサンブル学習に
おいては Rkと qkk′ の関係が本質的である．
すでに述べたように，本論文では生徒Jkの初期値J0

k，
教師B の各要素は平均 0，分散 1のガウス分布にした
がい独立に生成され，また，N → ∞の熱力学的極限を
考えているので，初期状態においてこれらはすべて直交
しており，

R0
k = 0, q0

kk′ = 0 (27)
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図 1: Rと q（ヘブ学習）
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図 2: Rと q（パーセプトロン学習）
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図 3: Rと q（アダトロン学習）

である．式 (27)と生徒の対称性より，式 (21)において，

〈fkuk′〉 = 〈fk′uk〉 , 〈fkfk′〉 = 〈fk′fk〉 (28)

が成り立つ．また，式 (27)と生徒の対称性より，式 (14)–
(21)の巨視的変数 lk, Rk, qkk′ から添え字 k, k′を落とし
てそれぞれを l, R, qと書くことにする．次節以降では代
表的な三つの学習則について式 (27)–(28)の条件下で式
(14)，(15)，(21)を計算するために必要な五つのサンプ
ル平均 〈fkuk〉，〈fkv〉，〈f2

k

〉
，〈fkuk′〉，〈fkfk′〉 を具体

的に議論する．

4.2 ヘブ学習

ヘブ学習は以下の式で更新を行う学習則である．

f(sgn(v), u) = sgn(v) (29)

ヘブ学習の 〈fkuk〉，〈fkv〉，〈f2
k

〉
は式 (29)を用いて

式 (16)–(18)を解析的に実行することにより，以下のよ
うに求められる [7]．

〈fkuk〉 =
2R√
2π

, 〈fkv〉 =

√
2
π

,
〈
f2

k

〉
= 1. (30)

ここでは新たに 〈fkuk′〉と 〈fkfk′〉を導出する．式 (29)
は uに依存しない形なので，

〈fkuk′〉 = 〈fkuk〉 =
2R√
2π

, (31)

〈fkfk′〉 =
〈
(sgn(v))2

〉
= 1. (32)

式 (14)，(15)，(21)，(27)，(28)，(30)–(32)を数値的
に解いて得られた Rと qのダイナミクスに関する理論
計算の結果と計算機実験 (N = 105)の比較を図 1に示
す．ヘブ学習においては，qの立ち上がりが Rの立ち上
がりよりも速いことがわかる．すなわち，ヘブ学習にお
いては Rと比較して qが大きい．このことは，ヘブ学
習においては生徒の多様性が急速に失われることを表し
ている．

4.3 パーセプトロン学習

パーセプトロン学習は以下の式で更新を行う学習則で
ある．

f(sgn(v), u) = Θ (−uv) sgn(v). (33)

パーセプトロン学習の 〈fkuk〉，〈fkv〉，〈f2
k

〉
は式 (33)

を用いて式 (16)–(18)を解析的に実行することにより，
以下のように求められる [7]．

〈fkuk〉 =
R − 1√

2π
, 〈fkv〉 =

1 − R√
2π

, (34)

〈
f2

k

〉
=

1
π

tan−1

√
1−R2

R
. (35)

ここでは新たに 〈fkuk′〉と 〈fkfk′〉を導出する．式 (33)
を用いて式 (22)，(24)を解析的に実行することにより，
パーセプトロン学習の 〈fkuk′〉，〈fkfk′〉は以下のように
求められる．

〈fkuk′〉 =
R − q√

2π
(36)

〈fkfk′〉 = 2
∫ ∞

0

Dv

∫ ∞

Rv√
1−R2

DxH (z) (37)

ここで，

z ≡ −(q − R2)x + R
√

1 − R2v√
(1 − q)(1 + q − 2R2)

(38)

であり，H(u)と Dxの定義は以下の通りである．

H(u) ≡
∫ ∞

u

Dx, Dx ≡ dx√
2π

exp
(
−x2

2

)
.(39)

式 (14)，(15)，(21)，(27)，(28)，(34)–(37)を数値的
に解いて得られた Rと qのダイナミクスに関する理論
計算の結果と計算機実験 (N = 105)の比較を図 2に示
す．パーセプトロン学習ではヘブ学習と異なり，学習の
初期（t < 4.0）においては qの方が Rよりも小さいこと
がわかる．すなわち，パーセプトロン学習ではヘブ学習
よりも生徒の多様性が長時間維持されていると言える．

4.4 アダトロン学習

アダトロン学習は以下の式で更新を行う学習則である．

f(sgn(v), u) = −uΘ (−uv) . (40)

アダトロン学習の 〈fkuk〉，〈fkv〉，〈f2
k

〉
は式 (40)を

用いて式 (16)–(18)を解析的に実行することにより，以



下のように求められる [7]．

〈fkuk〉 = − 1
π

cot−1

(
R√

1 − R2

)
+

R
√

1 − R2

π
(41)

〈fkv〉 =

(
1 − R2

) 3
2

π
+ R 〈fkuk〉 (42)〈

f2
k

〉
= −〈fkuk〉 (43)

ここでは新たに 〈fkuk′〉と 〈fkfk′〉を導出する．式 (40)
を用いて式 (22)，(24)を解析的に実行することにより，
アダトロン学習の 〈fkuk′〉，〈fkfk′〉は以下のように求め
られる．

〈fkuk′〉=1+q

π
R
√

1−R2−2q

∫ ∞

0

Dv

∫ ∞

Rv√
1−R2

Dxx2 (44)

〈fkfk′〉=(1−q)2
(
1+q−2R2

)
2π (1−R2)

3
2

(√
(1+q) (1−R2)

1 − q
−R

)

+ 2(q − R2)
∫ ∞

0

Dv

∫ ∞

Rv√
1−R2

Dxx2H (z)

− 2R
(
1 + q − R2

)
√

1 − R2

∫ ∞

0

Dvv

∫ ∞

Rv√
1−R2

DxxH (z)

+ 2R2

∫ ∞

0

Dvv2

∫ ∞

Rv√
1−R2

DxH (z) (45)

ここで，z，H(u)，Dxの定義は式 (38)，(39)である．
式 (14)，(15)，(21)，(27)，(28)，(41)–(45)を数値的

に解いて得られた Rと qのダイナミクスに関する理論
計算の結果と計算機実験 (N = 105)の比較を図 3に示
す．アダトロン学習においてはヘブ学習やパーセプトロ
ン学習よりもRと比較した qが小さいことがわかる．す
なわち，三つの学習則で生徒の多様性がもっとも維持さ
れるのはアダトロン学習である．

5 議論
前節では，三つの学習則について Rと qのダイナミ
クスを理論的に導いた．図 1，図 2，図 3より，三つの学
習則のうち，Rと比較して qがもっとも小さい学習則は
アダトロン学習であることがわかる．すでに述べたよう
に，アンサンブル学習においては Rと qの関係が本質的
である．そこで，両者の関係をより明確にするため，R

と qを軸に取って描き直したグラフを図 4に示す．この
図を見ると，アダトロン学習の特性がもっとも下になっ
ている．すなわち，Rと比較して qが最も小さい学習則
はアダトロン学習であることが明確になった．言い換え
るならば，qの立ち上がりが最も遅く，生徒の多様性が
長時間維持される学習則はアダトロン学習である．
ここまでの議論で，三つの学習則のうち，アンサンブ

ル学習を行うメリットがもっとも大きい学習則はアダト
ロン学習であることが期待される．この予想を確認す
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図 4: Rと qの関係（理論）

るため，前節までで得られた各学習則の R，qの値と式
(8)–(13)から K = 3における汎化誤差 εgを数値的に求
め，計算機実験の結果と比較するとともに，三つの学習
則を比較した．結果を図 5～図 7に示す．計算機実験に
おいては N = 104とし，各時点で 105個のランダム入
力によるテストにより汎化誤差 εgを計算した．
これら三つの図より，K を 1から 3にすることによ
り汎化誤差が最も大きく改善される学習則はアダトロ
ン学習であることがわかる．すなわち，図 4の Rと q

の関係から予想されたとおり，アンサンブルの効果が最
も大きいのはアダトロン学習である．もともとアダトロ
ン学習は三つの学習則の中でもっとも高速な漸近特性を
示す [7]という長所を持つが，学習の初期段階では遅い
（ t < 6程度では他の二つより汎化誤差が大きい）とい
う短所も持つ．今回，アダトロン学習が「生徒の多様性
維持」という点でアンサンブル学習との相性の良さを有
することが明らかにされ，学習初期段階での短所もアン
サンブル学習と組み合わせることにより大きく改善でき
ることが明らかになった．
ここまではK個の生徒が出力を統合する方法として単
純多数決を考えてきた．出力を統合する方法は単純多数
決以外にも考えられる．結合荷重の平均 J̄ =

∑K
k=1 Jk

を結合荷重とするような新たな生徒を考え，その出力を
統合出力とする方法，規格化内部状態の絶対値 |u|が最
大である生徒の出力を統合出力とする方法については式
(11)の代わりにそれぞれ式 (46)，式 (47)を用いること
で汎化誤差を計算できる．

εg(2) =

∫ K∏
k=1

dukdvp(v, {uk})Θ
(
−sgn(v)sgn

(
K∑

k=1

uk

))
,

(46)

εg(3) =

∫ K∏
k=1

dukdvp(v, {uk})Θ
(
−sgn(v)argmax

uk

{|uk|}
)

.

(47)

アダトロン学習の場合の結果を図 8に示す．結合荷重
の平均，|u|最大，多数決の順にアンサンブルの効果が
大きいことがわかる．また，|u|最大は結合荷重の平均
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図 5: 汎化誤差（ヘブ学習）
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図 6: 汎化誤差（パーセプトロン学習）
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図 7: 汎化誤差（アダトロン学習）

にかなり近い性能を有することがわかる．これは「各生
徒にアナログ値を出してもらって足すのがもちろん一番
いいけれど，強い意見を主張している生徒の言うことだ
けを尊重するという方法もそれよりちょっと悪いだけで，
多数決よりはずっといい」ということを表しており興味
深い結果である．
さらに，N = 1000，K = 1, 3, 11, 31で t = 10000ま

で計算機実験を行った結果を図 9–図 11に示す．これら
より，アダトロン学習，パーセプトロン学習のアンサン
ブルの効果は漸近的にも維持されることがわかる．

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 2 4 6 8 10

G
en

er
al

iz
at

io
n 

E
rr

or

Time : t=m/N

K=1
K=3 (Majority Vote)

K=3 (|u|Max.)
K=3 (Average of J)

図 8: 統合方法による汎化誤差の違い（アダトロン学習）

6 むすび
符号関数を出力関数とする K 個の単純パーセプトロ

ンによるアンサンブル学習をオンライン学習の枠組み
で，かつ，有限のKで議論した．その結果，ヘブ学習，
パーセプトロン学習，アダトロン学習の三つの学習則は
「生徒の多様性維持」というアンサンブル学習との相性
においてそれぞれ異なった性質を有しており，アダトロ
ン学習がもっとも優れているという興味深い事実が明ら
かになった．
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図 9: 漸近特性（ヘブ学習）
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図 10: 漸近特性（パーセプトロン学習）
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図 11: 漸近特性（アダトロン学習）
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